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Цель данной работы состоит в построении и оценке решения диффе-
ренциального уравнения вида

Bα,0f(r) =
1

sh2α(r)
D(sh2α(r)Df) = β2f(r), (1)

где Dr =
d
dr

, 0 < r <∞, 2α > 1, β > 0 (оператор Bα,β введен в [3]). Его реше-
ния называются функциями Гегенбауэра. Изучим их, основываясь на сведе-
ние уравнения Гегенбауэра к эквивалентному интегральному уравнению типа
Вольтерра второго рода, с целью дальнейшего обобщения этого подхода на
другие подобные дифференциальные уравнения.

Сначала изучим регулярное решение уравнения (1), т.е. функцию g
+(r) =

g
+
α,β, удовлетворяющую задаче Коши

Bα,0g
+(r) = β2

g
+(r), g+(0) = 1, Dg

+(0) = 0. (2)

Она эквивалентна интегральному уравнению

g
+(r)− 1 = β2

r∫

0

sh−2α(t)

t∫

0

sh2α(ρ)g+(ρ)dρdt = β2Gg+(r), (3)

решение которого может быть представлено с помощью ряда (типа Неймана)

g
+(r) =

∞∑

k=0

β2k
(
Gk1

)
(r), (4)

где Gk обозначает k-ю степень оператора G, а 1 - постоянную функцию, рав-
ную 1. Так как

(
sh ρ
sh t

)2α
6 1 при 0 < ρ 6 t < ∞, то отсюда, например, по

индукции следует оценка

|Gk1(r)| 6 r2k

(2k)!
.

Таким образом, ряд (7) сходится при любых β ∈C, 06 r6∞ и справедлива
оценка

|g+(r)| 6
∞∑

k=0

(βr)2k

(2k)!
6

∞∑

k=0

(βr)k

k!
= eβr.

Справедливо следующее утверждение:
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Теорема 1. если для функции f(r) выполняются условия
1) Bk

α,0f ∈ C[0,∞), k = 0, 1, ...,
2) DBk

α,0f ∈ C[0,∞) и DBk
α,0f(0) = 0, k = 0, 1, ...,

то f(r) ∈ C∞
+ [0,∞).

Изучим некоторые свойства регулярных решений g
+(r). Функция g

+(r) ∈
C∞[0,∞) и D2l+1

g
+(0) = 0, l = 0, 1, . . ., что следует из (7). В самом деле,

функция g
+ непрерывна как сумма равномерно сходящегося ряда (7), то же

по общим соображениям можно сказать и о всех ее производных, значит, она
из класса C∞(0,∞). Из (6) имеем

Dg
+(r) = β2 sh−2α(r)

r∫

0

sh2α(ρ)g+(ρ)dρ −→
r→+0

0, (5)

далее

D2
g
+(r) = β2(−2α) sh−2α−1(r) ch r

r∫

0

sh2α(ρ)g+(ρ)dρ+

+β2 sh−2α(r) sh2α(r)g+(r)=β2(−2α) sh−2α−1(r) ch(r)

r∫

0

D sh2α+1(ρ)

2α + 1

g
+(ρ)

ch(ρ)
dρ+

+β2
g
+(r) = β2(−2α) sh−2α−1(r) ch(r)

sh2α+1(r)

2α + 1

g
+(r)

ch(r)
+ β2

g
+(r)−

−β2(−2α) sh−2α−1(r) ch(r)

r∫

0

sh2α+1(ρ)

2α + 1
D
g
+(ρ)

ch(ρ)
dρ =

=
β2

g
+(r)

2α + 1
+

2β2α

2α + 1
sh−2α−1(r) ch(r)

r∫

0

sh2α+1(ρ)D
g
+(ρ)

ch(ρ)
dρ.

При r → 0, а значит и ρ→ 0 имеем

sh2α+1(ρ)D
g
+(ρ)

ch(ρ)
∼ ρ2α+2,

следовательно

D2
g
+(r) −→

r→+0

β2
g
+(0)

2α + 1

и т. д. Это, в частности, означает, что функция g
+ бесконечно дифференци-

руема вплоть до 0. Кроме того, справедлива оценка

|Dg
+(r)| 6 β2eβr. (6)

Действительно,

|Dg
+(r)| = |β2 sh−2α(r)

r∫

0

sh2α(ρ)g+(ρ)dρ| 6
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6 β2 sh−2α(r)

r∫

0

sh2α(ρ)eβρdρ 6 β2

r∫

0

(
sh(ρ)

sh(r)

)2α

eβρdρ 6

6 β2

r∫

0

eβρdρ = β(eβr − 1) 6 βeβr.

Для нахождения сингулярного решения g
− =g

−
α,β уравнения (1), т.е. решения,

имеющего особенность в точке r = 0, воспользуемся известным приемом по-
нижения порядка уравнения, так как известно одно из его решений, а именно
g
+. Для этого представим g

− в виде g
+h. Тогда

0 = (Bα,0 − β2)g− = (Bα,0 − β2)(g+h) = (D2 + 2α cthD − β2)(g+h) =

= D2(g+h) + 2α cthD(g+h)− β2(g+h) = hD2
g
+ + 2Dg

+Dh+ g
+D2h+

+2α cthhDg
++2α cth g+Dh−β2

g
+h = h(Bα,0−β2)g++2Dg

+Dh+ g
+Bα,0h =

= 2Dg
+Dh+ g

+ sh−2αD(sh2αDh),

т.е. для Dh имеем уравнение первого порядка, решение которого имеет вид

Dh = c(g+)−2 sh−2α r,

где c - произвольная постоянная. Тогда функция

g
−(r) = g

+(r)

R∫

r

sh−2α(ρ)(g+(ρ))−2dρ (7)

и будет искомым решением краевой задачи

Bα,0g
−(r) = β2

g
−(r), 0 < r 6 R <∞, (8)

lim
r→+0

sh2α(r)Dg
−(r) = −1, (9)

g
−(R) = 0. (10)

Отметим, что вместо весового краевого условия на производную (7) в этой
краевой задачи можно поставить и эквивалентное весовое краевое условие на
саму функцию:

1 = lim
r→+0

g
−(r)×





(2α− 1) sh2α−1(r), если 2α > 1,
1

ln sh(r)
, если 2α = 1.

(11)

В самом деле, так как g
+ удовлетворяет краевым условиям и является гладкой

функцией, то при r → 0 и 2α > 1 по (6) имеем

(2α− 1) sh2α−1(r)g−(r) = (2α− 1) sh2α−1(r)g+(r)

R∫

r

sh−2α(ρ)
(
g
+(ρ)

)−2
dρ =
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= (2α− 1) sh2α−1(r)g+(r)

R∫

r

sh−2α(ρ)(1 +O(ρ2))dρ ∼

∼ (2α− 1) sh2α−1(r)

R∫

r

sh−2α(ρ)(1 +O(ρ2))dρ =

= (2α− 1) sh2α−1(r)

R∫

r

sh−2α(ρ)dρ+ (2α− 1) sh2α−1(r)

R∫

r

sh−2α(ρ)O(ρ2)dρ.

Используя оценку ρ 6 sh(ρ) 6
sh(R)
R
ρ, где ρ ∈ [0, R], преобразуем последнее

слагаемое

(2α− 1) sh2α−1(r)

R∫

r

sh−2α(ρ)O(ρ2)dρ = (2α− 1) sh2α−1(r)

R∫

r

O(ρ−2α+2)dρ =

= (2α− 1)O(r2) −→
r→+0

0.

Используя правило Лопиталя, вычислим предел первого слагаемого

lim
r→+0

(2α− 1) sh2α−1(r)

R∫

r

sh−2α(ρ)dρ = lim
r→+0

−(2α− 1) sh−2α(r)

(1− 2α) sh−2α(r) ch(r)
= 1.

Аналогично доказывается второе соотношение в (11). Так как sh r ∼ r при
r→0, то (11) можно записать еще в одном эквивалентном виде

1 = lim
r→+0

g
−(r)×

{
(2α− 1)r2α−1, если 2α > 1,
1

ln r
, если 2α = 1.

(12)

Учитывая, что g
+(r) > 1, r 6 sh(r) при r > 0 и sh(ρ) > sh(r)

r
ρ при r6 ρ,

получим следующие оценки:

0 6 sh2α−1(r)g−(r) 6 sh2α−1(r)eβr
R∫

r

sh−2α(ρ)dρ 6

6 eβr sh2α−1(r)

(
sh(r)

r

)−2α
R∫

r

ρ−2αdρ = eβr sh−1(r)r2α
ρ−2α+1

−2α + 1

∣∣∣∣
R

r

=

=
eβrr2α

(−2α + 1) sh(r)
(R−2α+1 − r−2α+1) 6

eβrr2α

(2α− 1) sh(r)
r−2α+1

6
eβr

(2α− 1)
,

где 0 < r 6 R, 2α > 1, и аналогично

| sh2α rDg
−(r)| =

∣∣∣∣∣∣
Dg

+(r) sh2α(r)

R∫

r

sh−2α(ρ)(g+(ρ))−2dρ− (g+(r))−1

∣∣∣∣∣∣
6
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6 βexp(βr)

R∫

r

(
sh(r)

sh(ρ)

)2α

dρ+ 1 6 Rβeβr + 1,

тогда
| sh2α rDg

−(r)| 6 aβ

при некоторой постоянной a > 0.
Построенные два решения g

+
α,β и g

−
α,β линейно независимы и, поэтому об-

разуют базис множества всех решений уравнения (1). Их вронскиан имеет
вид

W (g+
α,β, g

−
α,β) = g

+
α,βDg

−
α,β − g

−
α,βDg

+
α,β = g

+
α,β(hDg

+
α,β + g

+
α,βDh)− g

−
α,βDg

+
α,β =

= (g+
α,β)

2Dh = −(g+
α,β)

2(g+
α,β)

−2 sh−2α(r) = − sh−2α(r).

Цель работы достигнута путем построения двух линейно независимых ре-
шений (регулярного и сингулярного), образующих базис множества всех ре-
шений изучаемого уравнения. Результаты исследований могут быть использо-
ваны при рассмотрении некоторых краевых задач на плоскости Лобачевского
а также представлять самостоятельный интерес.
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