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I. ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñèíãóëÿðíîé êðàåâîé çàäà÷è â îáëàñòÿõ ñ óãëîâûìè
òî÷êàìè (íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðåí ñëó÷àé îäíîé òî÷êè). Â ïåðâîé ÷àñòè
ïðèâîäÿòñÿ ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàññîíà, Ñîíèíà, ââîäÿòñÿ è èçó÷àþòñÿ
íîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà òèïà Ôðåøå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ãëàäêîé
ãðàíèöåé, çà èñêëþ÷åíèåì óãëîâîé òî÷êè. Ýòè ïðîñòðàíñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì,
÷òî îíè ñîäåðæàò âñå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, èìåþùèå ïðîèçâîëüíûå îñîáåííîñòè â
êîíå÷íîì ÷èñëå ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê, à òàêæå îíè øèðå, ÷åì ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà-
Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà, à âíå îñîáîé òî÷êè ñîâïàäàþò ñ ïîñëåäíèìè. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå σ-
ñëåäà, äîêàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ òåîðåìà î ñëåäàõ. Âî âòîðîé ÷àñòè äîêàçûâàþòñÿ
âñïîìîãàòåëüíûå òåîðåìû è îñíîâíîé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ñîñòîèò â îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è.

1. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïðèâåä¼ì îáùåå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ïóñòü A è B - íåêîòîðûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Îïåðàòîðû P è S íàçûâàþòñÿ
îïåðàòîðàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ, åñëè èìåþò ìåñòî ôîðìóëû:

B = PAS, A = SBP

è îïåðàòîðû P è S âçàèìíî îáðàòíû íà ïîäõîäÿùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà A è B áóäóò äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè.
Â ÷àñòíîñòè, ìû âîçüì¼ì â êà÷åñòâå A è B ñëåäóþùèå îïåðàòîðû:

A =
∂2

∂y2
, B = Bν = D2 +

2ν + 1

2
D,

Çäåñü D = d
dr
, D2 = d2

dr2 . Îïåðàòîð Bν ïðèíÿòî íàçûâàòü îïåðàòîðîì Áåññåëÿ
ñ ïàðàìåòðîì ν. Â ýòîé ñèòóàöèè èçâåñòíû (ñì. [1, ñ. 92]) ñëåäóþùèå îïåðàòîðû
ïðåîáðàçîâàíèÿ

S ν−1/2
ν f(y) =

−2 Γ(ν + 1)√
π Γ(ν + 1/2)

∂

∂y

∞∫
y

(t2 − y2)ν−1/2 tf(t) dt,

P 1/2−ν
ν f(y) =

√
π

Γ(ν + 1) Γ(1/2− ν)

∞∫
y

(t2 − y2)−ν−1/2f(t) dt,

ïîñëåäíÿÿ ôðìóëà îïðåäåëÿåò îïåðàòîð P1/2−ν
ν ëèøü ïðè ν < 1/2, äëÿ îñòàëüíûõ

çíà÷åíèé ν > 0 îí îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó
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ν, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðèâîäèò ê ôîðìóëå: åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî N , ν <
N + 1/2

P1/2−ν
ν f(y) =

(−1)N2−N
√

π

Γ(ν+1) Γ(N−ν+1/2)

∞∫
y

(t2 − y2)N−ν−1/2

(
∂

∂t

1

t

)N

f(t) dt. (1)

Çäåñü è âñþäó íèæå ÷åðåç Γ(µ) îáîçíà÷àåòñÿ Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Îïåðàòîð
P 1/2−ν

ν ïðèíÿòî íàçûâàòü îïåðàòîðîì Ïóàññîíà, à îïåðàòîð S ν−1/2
ν - îïåðàòîðîì Ñîíèíà.

Ââåä¼ì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü R îáîçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî èëè
áåñêîíå÷íîñòü. ×åðåç C∞(0, R) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ

íà èíòåðâàëå (0, R) ôóíêöèé.
◦
C∞
{◦}(0, R) îáîçíà÷àåò ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç C∞(0, R),

èìåþùèõ êîìïàêòíûé â [0, R) íîñèòåëü; äðóãèìè ñëîâàìè ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé
ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà èíòåðâàëå (0, R)ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ
â íóëü â îêðåñòíîñòè ïðàâîãî êîíöà, à â ëåâîì êîíöå îíè ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ
ñèíãóëÿðíîñòü. ×åðåç C∞[0, R) îáîçíà÷àåì ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç C∞(0, R), âñå

ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ íåïðåðûâíû âïëîòü äî ëåâîãî êîíöà. Ñèìâîë
◦

C∞[0, R) îáîçíà÷àåò
ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç C∞[0, R), îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â îêðåñòíîñòè ïðàâîãî

êîíöà. Áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ f èç
◦

C∞[0, R) ÷¼òíîé (íå÷¼òíîé), åñëè Dk
yf(0) =

0 ïðè âñåõ íå÷¼òíûõ (÷¼òíûõ) íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ k. Ìíîæåñòâî ÷¼òíûõ

(íå÷¼òíûõ) ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞
+ [0, R)

(
C∞
− [0, R)

)
. Ïóñòü

◦
C∞

ν (0, R) - ìíîæåñòâî

âñåõ ôóíêöèé f , äîïóñêàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå f = P1/2−ν
ν g, â êîòîðîì g ∈

◦
C∞[0, R), òî

åñòü â äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ
◦

C∞
ν (0, R) = P1/2−ν

ν

◦
C∞[0, R). Îòìåòèì, ÷òî ê ââåä¼ííîìó

ìíîæåñòâó îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ôóíêöèè âèäà: r−2νf ïðè ν > 0, è (ln r)f ïðè ν = 0,

ãäå f ∈
◦

C∞
+ [0, R).

Ââåä¼ííûå âûøå îïåðàòîðû Sν−1/2
ν è P1/2−ν

ν äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâà

Ò å î ð åì à 1.Îïåðàòîðû P 1/2−ν
ν è S ν−1/2

ν ïðè Reν >0 âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþò

ïðîñòðàíñòâî
◦
C∞
{◦} (0, R) íà ñåáÿ è ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè. Èìåþò ìåñòî

ôîðìóëû

BνP 1/2−ν
ν = P 1/2−ν

ν D2, D2S ν−1/2

ν = S ν−1/2

ν Bν .

Òåîðåìà 1 èçâåñòíà, îíà äîêàçûâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ
(íàïðèìåð, â [2, ñ. 88]).

Ëèóâèëëåâñêèé îïåðàòîð Iµ ïðè Reµ > 0 íà ôóíêöèÿõ f∈
◦
C∞
{◦} (0, R) îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå (ñì. [3, ñ. 853])

Iµf(y) =
1

Γ(µ)

R∫
y

(t− y)µ−1f(t)dt,

à ïðè Reµ < 0 ôóíêöèÿ Iµf(y) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè Reµ > −N , �
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íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè íóëü, òî

Iµf(y) =
(−1)N

Γ(µ + S)

R∫
0

(t− y)N+µ−1∂Sf(t)

∂tN
dt.

Îïåðàòîðû Iµ âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþò ïðîñòðàíñòâî
◦
C∞
{◦} (0, R) íà ñåáÿ è äëÿ

íèõ ñïðàâåäëèâî ãðóïïîâîå ñâîéñòâî IµIν = IνIµ = Iµ+ν .

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîðû Pν è Sν ïðè Re ν > 0 íà ôóíêöèÿõ f∈
◦
C∞
{◦} (0, R)

ïî ôîðìóëå
Pνf = P 1/2−ν

ν Iν−1/2f, Sνf = I 1/2−νS ν−1/2

ν f.

Èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñâîéñòâ ëèóâèëëåâñêèõ îïåðàòîðîâ è òåîðåìû 1 ñëåäóåò
Ò å î ð åì à 2. Ïðè Re ν >0 îïåðàòîðû Pν è Sν âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþò

ïðîñòðàíñòâî
◦
C∞
{◦} (0, R) íà ñåáÿ è ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè. Äëÿ ôóíêöèè f∈

◦
C∞
{◦}

(0, R) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû BνPνf =PνD
2f , D2Sνf =SνBνf.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
◦

Hs
ν (0, R) (ãäå s>0 � öåëîå) ïîïîëíåíèå ìíîæåñòâà

◦
C∞

ν (0, R) ïî
íîðìå: ‖f ‖ ◦

Hs
ν(0,R)

=‖Ds(Sνf)‖L2(0,R), ãäå L2 � ëåáåãîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ò å î ð åì à 3. Ïóñòü ν >0, s>1, 0<R<∞. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè f èç ìíîæåñòâà
◦

Hs
ν

(0, R) (ïîñëå èñïðàâëåíèÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè å¼ íà ìíîæåñòâå ìåðû íóëü) ñóùåñòâóåò

ïðåäåë r2νf(r) ïðè r → +0, ïðè÷¼ì, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

| r2νf(r)
∣∣
r=+0

|6 (2R)ν(ν + 1)−sC(s, R)‖f‖ ◦
Hs

ν(0,R)
,

â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ C(s, R)>0 íå çàâèñèò îò ν è f .
Äàííàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â [3] ñ. 858
Ïðèâåä¼ì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ë åììà 1. Ïðè ν>0 ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà
◦
C∞

ν (0, R) ìîãóò èìåòü â íóëå
îñîáåííîñòü íå âûøå ñòåïåííîé ïîðÿäêà −2ν.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïóñòü 0<ν<N +1/2 è f ∈
◦
C∞[0, R), òîãäà, èñïîëüçóÿ â ôîðìóëå

(1) îöåíêó ïðîèçâîäíûõ |(Dtt
−1)Nf | 6 c t−2ν , ïîëó÷èì

∣∣P1/2−ν
ν f(y)

∣∣ 6 cν

R∫
y

(t2 − y2)N−ν−1/2t−2ν dt 6 cν

∞∫
y

(t2 − y2)N−ν−1/2t−2ν dt =

(èñïîëüçóÿ çàìåíó ïåðåìåííîé t2 = y2z)

= cν

∞∫
1

(z − 1)N−ν−1/2z−N−1/2 dz < ∞.

Òàê êàê N áûëî ïðîèçâîëüíûì, òî ëåììà äîêàçàíà.
2. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü S - åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü â åâêëèäîâîì äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R2. Ââåä¼ì

ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r > 0, 0 6 ϕ < 2π.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç SR êðóãîâîé ñåêòîð ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàñòâîðà
Φ ∈ (0, 2π].

Ðàññìîòðèì â äâóìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R2 îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω è
ïóñòü íà÷àëî êîîðäèíàò O ïðèíàäëåæèò Ω. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì R◦ > 0
ïåðåñå÷åíèå îáëàñòè Ω ñ êðóãîì ñ öåíòðîì â O è ðàäèóñà 2R◦ ñîâïàäàåò ñ êðóãîâûì
ñåêòîðîì S2R◦ . Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè Ω êëàññà C∞ çà
èñêëþ÷åíèåì òî÷êè O, êîòîðàÿ ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé.
Ïóñòü GO = ∂Ω\O.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç χ(r) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ íà ïîëóîñè [0,∞),
ðàâíóþ 1 ïðè 0 6 r 6 1 è íóëþ ïðè r > 2, è ïóñòü ôóíêöèÿ χ

R
(r) = χ(r/R).

×åðåçHs(Ω) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà-Íèêîëüñêîãî-Áåñîâà ôóíêöèé,
îïðåäåë¼ííûõ íà Ω è äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà âèäà ‖f‖2

Hs =
∑
|k|6s

‖Dkf‖2
L2
.

Ââåä¼ì ïðîñòðàíñòâî Hs
loc(Ω), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî ïðè ëþáîì

R∈(0, R◦) ôóíêöèÿ (1 − χ
R
)f áóäåò ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàíñòâó Hs(Ω). Íàäåëèì

ïðîñòðàíñòâî Hs
loc(Ω) òîïîëîãèåé, îïðåäåëÿåìîé ñåìåéñòâîì ïîëóíîðì

‖f‖Hs
loc

=p s,R(f)=‖(1− χ
R
)f‖Hs(Ω), 0<R<R◦.

Äàííàÿ òîïîëîãèÿ ïðåâðàùàåòHs
loc(Ω) â ïîëíîå òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Êðîìå òîãî, íàì ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà Hs(Ω). Ââåä¼ì
ìíîæåñòâî Hs

∆ êàê îáîáù¼ííîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà C∞(Ω), ñîñòîÿùåãî èç áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìûõ íà çàìûêàíèè Ω îáëàñòè Ω ôóíêöèé, â ëåáåãîâîì ïðîñòðàíñòâå
L2(Ω) ïî íîðìå

‖f‖2
Hs

∆(Ω) =

∫
Ω

|f |2dΩ +
∑

α+2l=s,

|α|61

∫
Ω

∣∣Dα, lf
∣∣2dΩ = ‖f‖2

L2(Ω) +
∑

α+2l=s,

|α|61

‖Dα, lf‖2
L2(Ω), (2)

çäåñü Dα, l = Dα∆l, ìóëüòèèíäåêñ α = (α1, α2), |α| = α1 + α2, x1, x2 � äåêàðòîâû
êîîðäèíàòû, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Ïîêàæåì, ÷òîHs
∆-ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè îáîáù¼ííîãî

çàìûêàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [4, ñ. 95]) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàíèÿ: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn ∈ C∞(Ω) ôóíäàìåíòàëüíà ïî íîðìå

(2) è fn
L2(Ω)−→ 0, òî è fn

Hs
∆(Ω)
−→ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé Dα, lfn ∈ C∞(Ω) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé

ôóíêöèè g ∈ L2(Ω). Ïóñòü
◦
C ∞(Ω) êàê îáû÷íî îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ôèíèòíûõ è

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà Ω ôóíêöèé. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h èç
◦
C∞(Ω) èìååì∫

Ω

Dα, lfnhdt = (−1)α+l

∫
Ω

fnD
α, lhdt →

∫
Ω

0 ·Dα, lhdt = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∫
Ω

Dα, lfnhdt →
∫
Ω

gα,lhdt,

çíà÷èò, ∫
Ω

gα,lhdt = 0 ∀h ∈
◦
C
∞(Ω).
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî gα,l = 0. Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ, à âìåñòå

ñ ýòèì è ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííîãî îáîáù¼ííîãî çàìûêàíèÿ ïðîñòðàíñòâà
◦
C ∞(Ω) â

L2(Ω) äîêàçàíî.
ßñíî, ÷òî Hs

∆(Ω) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ â êîòîðûõ â

äàëüíåéøåì áóäåò èçó÷àòüñÿ ñèíãóëÿðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ{

D2
ϕY = −λ2Y, ϕ ∈ [0, Φ],

Y (0) = Y (Φ) = 0.

Ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ôóíêöèé {
√

2/Φ sin (λkϕ)}, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì äàííîé
çàäà÷è, îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2(0, 2π). Ïîëîæèì Yk =√

2/Φ sin (λkϕ).
Ââåä¼ì ìíîæåñòâî T∞(ΩO) ôóíêöèé f ∈C∞(Ω\O) äëÿ êîòîðûõ â êðóãîâîì ñåêòîðå

SR◦ ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f = f(r, ϕ) =
K∑

k=1

fk(r)

√
2

Φ
sin (λkϕ) =

K∑
k=1

fk(r)Yk(ϕ),

ãäå

fk(r) =

Φ∫
0

f(r, ϕ)Yk(ϕ)dϕ,

ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ðàçëîæåíèÿ ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {Yk}.
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî K ñâî¼ äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f è, ÷òî

ôóíêöèè r−λkχ
R◦

c(r)fk(r) ïðèíàäëåæàò
◦

C∞
ν (0, 2R◦). Íà T∞(ΩO) îïðåäåëèì äëÿ öåëûõ

s>0, è ïðîèçâîëüíûõ R, 0<R<R◦ ñèñòåìó íîðì

‖f‖s,R =

(∑
k

‖ r−λkχ
R
fk ‖2

◦
Hs

ν(0,2R)
+ ‖ (1− χ

R
)f ‖2

Hs(Ω)

)1/2

. (3)

ßñíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå T∞(ΩO) ⊂Hs
loc(Ω) è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ T∞(ΩO)

èìååò ìåñòî îöåíêà ‖f‖s,R >p s,R(f). Òàêèì îáðàçîì, ýòî âëîæåíèå áóäåò è òîïîëîãè÷åñêèì
(â äðóãîé òåðìèíîëîãèè � íåïðåðûâíûì).

×åðåç M s(Ω) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå T∞(ΩO) ïî òîïîëîãèè, îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé
íîðì (3), ïðè ôèêñèðîâàííîì s è R ∈ (0, R◦). Ýòà òîïîëîãèÿ ñèëüíåå òîïîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà Hs

loc(Ω), ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå M s(Ω)⊂Hs
loc(Ω).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T∞
+ (ΩO) ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé f èç T∞(ΩO), äëÿ êîòîðûõ

ôóíêöèè fk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ r−λkfkχR
∈

◦
C∞

+ [0, 2R◦).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ T∞

+ (ΩO). Òîãäà ïðè ëþáîìR èç (0, 2R◦)ôóíêöèÿ χ
R
f ïðèíàäëåæèò

T∞
+ (S2R) è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

‖χ
R
f‖2

Hs
∆(S2R) =

K∑
k=0

‖r−λkχ
R
fk‖2

◦
Hs

ν,+(0,2R)
> c

K∑
k=0

‖r−λkχ
R
fk‖2

◦
Hs

ν(0,2R)
.

5



Ñëåäîâàòåëüíî,

‖f‖2
s,R 6c

(
‖χ

R
f‖2

◦
Hs

∆(S2R)
+ ‖(1− χ

R
)f‖2

Hs
∆(Ω)

)
. (4)

ïîñêîëüêó,
∆(χ

R
f) = ∆

∑
k

χ
R
fkYk =

∑
k

[
rλkBs

λk
(r−λkχ

R
f)
]
Yk

è, ïîýòîìó, ïî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ

‖χ
R
f‖2

◦
H2s

∆ (S2R)
≡ ‖∆s(χ

R
f)‖2

L2(S2R) =
∑

k

2R∫
0

|rλkBs
λk

(r−λkχ
R
fk)|2r dr =

=
∑

k

2R∫
0

|Bs
λk

(r−λkχ
R
fk)|2r2λk+1 dr = ‖r−λkχ

R
f‖2

◦
H2s

ν,+(0,2R)
.

Â íåðàâåíñòâå (4) âûðàæåíèå ñïðàâà ÿâëÿåòñÿ ïðè ëþáîì R ∈ (0, R◦) êâàäðàòîì îäíîé
èç ýêâèâàëåíòíûõ íîðì ïðîñòðàíñòâà Hs

∆(Ω).
Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî T∞(ΩO) âñþäó ïëîòíî â Hs

∆(Ω) ïðè ÷¼òíûõ s
âûòåêàåò

Ò å î ð åì à 4. Äëÿ ëþáîãî s>0 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âëîæåíèå, ïîíèìàåìîå è â
òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå Hs

∆(Ω) ⊂ M s(Ω) ⊂ Hs
loc(Ω).

Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà âåðíà íà ñàìîì äåëå äëÿ ëþáûõ s, îäíàêî, äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî ôàêòà òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è Ãàíêåëÿ, íà ÷¼ì
îñòàíàâëèâàòüñÿ çäåñü íå áóäåì.

Ë åììà 2. Òîïîëîãèè, ïîðîæäàåìûå â ïðîñòðàíñòâå M s(Ω) ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿìè
èç X, ðàâíîñèëüíû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü χ , χ′ - äâå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà X. Ïîêàæåì, ÷òî
ïîðîæäàåìûå èìè òîïîëîãèè ðàâíîñèëüíû. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü R

′
< R/4, òîãäà

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâà íåðàâåíñòâà :

‖χ
R
g‖ ◦

Hs
ν(0,2R)

6 ‖χ
R
χ′

R′g‖ ◦
Hs

ν(0,2R)
+ ‖χ

R
(1− χ′

R′ )g‖ ◦
Hs

ν(0,2R)
6

6 c
(
‖χ′

R′g‖ ◦
Hs

ν(0,2R)
+ ‖χ

R
(1− χ′

R′ )g‖ ◦
Hs

ν(0,2R)

)
è

‖(1− χ
R
)f‖Hs

∆(Ω) = ‖(1− χ
R
)(1− χ′

R′ )f‖Hs
∆(Ω) 6c‖(1− χ′

R′ )f‖Hs
∆(Ω).

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ íîðì (3) ïîëó÷èì îöåíêó: ‖f‖s,R 6c‖f‖s,R′ . Çäåñü ñëåâà ñòîèò
íîðìà ïîðîæäàåìàÿ ôóíêöèåé χ, ñïðàâà - ôóíêöèåé χ′. Ìåíÿÿ ìåñòàìè χ è χ′, ïîëó÷àåì
ïðîòèâîïîëîæíóþ îöåíêó. Ëåììà äîêàçàíà.

Ë åììà 3. Ïðîñòðàíñòâî M s(Ω) - ïîëíîå ñ÷¼òíî-íîðìèðóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñ÷¼òíûé íàáîð íîðì ‖ · ‖s,Rm , ãäå m = 1, 2, ... è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Rm → +0 ïðè m →∞, ïðè÷¼ì, Rm < R◦. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå
òîïîëîãèÿ çàäàâàåìàÿ ýòèì íàáîðîì íîðì áóäåò ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîñòðàíñòâî M s(Ω) � ïîëíîå ñ÷¼òíî-íîðìèðóåìîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Ò å î ð åì à 5. Ïóñòü 06s1 <s2. Òîãäà M s2 (Ω) íåïðåðûâíî âëîæåíî â M s1 (Ω).

6



Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g∈
◦
C ∞[0, R)

‖g‖ ◦
H

s1 (0,R)
= ‖Ds1g‖L2(0,R) 6 c(s2 − s1 , R)‖g‖ ◦

H
s2 (0,R)

,

òî

‖χ
R
r−λkfk‖ ◦

H
s1
ν (0,2R)

=

√
π

2ν+1/2Γ(ν + 1)
‖Sν

(
χ

R
r−λkfk

)
‖ ◦

H
s1
ν (0,2R)

6c(s1−s2 , R)‖χ
R
r−λkfk‖ ◦

H
s2
ν (0,2R)

ñóììèðóÿ ýòè íåðàâåíñòâà ïî k è çàìå÷àÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
‖(1 − χ

R
)f‖Hs1 (Ω) 6 c‖(1 − χ

R
)f‖Hs2 (Ω), ïîëó÷àåì îöåíêó âèäà ‖f‖s1 ,R 6 c‖f‖s2 ,R, â

êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ íå çàâèñèò îò ôóíêöèè f ∈ M s2 (Ω). Òåîðåìà äîêàçàíà.
3. Òåîðåìà î ñëåäàõ. Ïåðåéä¼ì ê èçó÷åíèþ ñëåäîâ ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè

Ω, ñîñòîÿùåé èç óãëîâîé òî÷êè O è îñòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû. Ñíà÷àëà èçó÷èì ñëåäû
â òî÷êå O. Ââåä¼ì îïåðàöèþ óñðåäíåíèÿ (ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé)

σf(r, ϕ) =
∑

k

rλkfk(r)Yk(ϕ) =
2

Φ

∑
k

rλk sin (λk ϕ)

Φ∫
0

f(r, ϕ
′
) sin (λkϕ

′)dϕ′

èëè

σf(r, ϕ) =

Φ∫
0

f(r, ϕ
′
)Σ(r, ϕ, ϕ′)dϕ′,

ãäå ÿäðî Σ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà σ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé âèäà

Σ(r, ϕ, ϕ′) =
2

Φ

∑
k

rλk sin (λkϕ) sin (λkϕ
′) .

Äåëàÿ ðÿä ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñëåäóþùèé âèä ÿäðà:

Σ =
2rπ/Φ(1−r2π/Φ)

(
cos
(

π
Φ
(ϕ−ϕ′)

)
−cos

(
π
Φ
(ϕ+ϕ′)

))
Φ
(
1−2rπ/Φ cos

(
π
Φ
(ϕ−ϕ′)

)
+r2π/Φ

) (
1−2rπ/Φ cos

(
π
Φ
(ϕ+ϕ′)

)
+r2π/Φ

)
,

ãäå r < 1.
Äëÿ ôóíêöèé f ∈ T∞(ΩO) îïðåäåëèì σ-ñëåä â òî÷êå O êàê ïðåäåë

σf
∣∣
O

= lim
r→O

σf(r, ϕ),

ïîíèìàåìûé â êëàññè÷åñêîì ïîòî÷å÷íîì ñìûñëå. Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
σ-ñëåäà äëÿ ôóíêöèè f ∈ T∞(ΩO), êîòîðûé ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì
ïîëèíîìîì ïî ñèíóñàì.

Ïîíÿòèå σ-ñëåäà íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî M s(Ω) ðàñïðîñòðàíèì ïóò¼ì ðàñøèðåíèÿ
ïî íåïðåðûâíîñòè ñ T∞(ΩO). Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì ïðîñòðàíñòâî σ-ñëåäîâ A[0, Φ] êàê
ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà îòðåçêå [0; Φ] è äîïóñêàþùèõ ðàçëîæåíèå â ðÿä

Ôóðüå ïî ñèíóñàì Ψ(ϕ) =
∞∑

k=1

ΨkYk(ϕ), äëÿ êîòîðîãî äëÿ ëþáîãî h > 0 êîíå÷íû íîðìû

‖Ψ‖2
h =

∑
k

h−2k | Ψk | 2 . (5)
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Ëåììà 4.Ïðîñòðàíñòâî A[0, Φ] ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ñ÷¼òíî-íîðìèðóåìûì òîïîëîãè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì, òî åñòü ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ïîëíîòó. Ïóñòü {Ψm}⊂A[0, Φ] � ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà äëÿ ëþáîãî h ∈ (0, 1) áóäåì èìåòü ‖Ψm1 −Ψm2‖h → 0 ïðè
m1, m2 →∞. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî h íàéä¼òñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ gh(v), ÷òî ‖gh‖h <∞
è ‖Ψm − gh‖h → 0 ïðè m →∞. Èç ([5, ñ. 496]) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ gh àíàëèòè÷íà
íà [0, Φ]. Òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖Ψ‖h 6 ‖Ψ‖h′ ïðè h

′
<h, òî èç óñëîâèÿ

‖gh′ −Ψm‖h′ → 0 ñëåäóåò, ÷òî ‖gh′ −Ψm‖h 7→0 ïðè m →∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ôóíêöèè gh ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì. Ýòà åäèíñòâåííàÿ

ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó A[0, Φ] è ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Ψm} ïî ëþáîé íîðìå (5). Ïîëíîòà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî íîðì ‖ · ‖1/m, m = 2, 3, ... . Îïðåäåëÿåìàÿ èìè
òîïîëîãèÿ ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé. Ïîêàæåì ýòî. Äëÿ ëþáîãî h ñóùåñòâóåò m òàêîå,
÷òî 1/m < h, ñëåäîâàòåëüíî ‖ · ‖1/m 6 ‖ · ‖h. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî m ñóùåñòâóåò
h = 1/m òàêîå, ÷òî ‖ · ‖h 6 ‖ · ‖1/m. Òî åñòü, ïîëó÷èëè, ÷òî 1/m = ‖ · ‖h, çíà÷èò,
òîïîëîãèè ðàâíîñèëüíû. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî A[0, Φ] ñ÷¼òíî-íîðìèðóåìî.
Ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî A[0, Φ] ñîñòîèò èç ñóæåíèé âñåõ ãàðìîíè÷åñêèõ â ñåêòîðå S = S∞
ôóíêöèé è ðàâíûõ íóëþ íà ãðàíèöå ýòîãî ñåêòîðà íà ÷àñòü åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè,
ëåæàùåé â ýòîì ñåêòîðå. Ãàðìîíè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè Ψ èç A[0, Φ] íà âåñü
ñåêòîð S áóäåò ôóíêöèÿ

f(r, ϕ) =
∑

k

Ψkr
λkYk. (6)

Ò å î ð åì à 6. [ïðÿìàÿ òåîðåìà î σ-ñëåäàõ]. Ïóñòü s > 2. Òîãäà äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
f èç ïðîñòðàíñòâà M s(Ω) ñóùåñòâóåò σ-ñëåä σf

∣∣
O
∈A[0, Φ]. Ïðè ýòîì îïåðàòîð

f 7→σf
∣∣
O

íåïðåðûâíî îòîáðàæàåò M s(Ω) â ïðîñòðàíñòâî A[0, Φ].
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü òî, ÷òî äàííûé îïåðàòîð íåïðåðûâíî

îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî T∞(ΩO) ñ èíäóöèðîâàííîé ïðîñòðàíñòâîì M s(Ω) òîïîëîãèåé
â ïðîñòðàíñòâî A[0, Φ]. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî h > 0
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî R∈(0, R◦) è òàêàÿ êîíñòàíòà c > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f∈ T∞(ΩO) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ‖σf

∣∣
O‖h 6c‖f‖s,R.

Ïóñòü fk - êîýôôèöèåíò ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f ïî ñôåðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì

Yk. Òîãäà ôóíêöèè r−λkχ
R
fk ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó

◦
C∞

ν (0, 2R), à çíà÷èò è

ïðîñòðàíñòâó
◦
H s

ν(0, 2R). Èçâåñòíî èç [3, ñòð. 858], ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g∈
◦

Hs
ν (0, 2R)

ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∣∣σν(r)g(r)
∣∣
r=0

6C(s, R)(4R)ν(ν + 1)−s‖g‖ ◦
Hs

ν(0,2R)
,

åñëè s>1, ν >0, s + ν >1. Çäåñü σν(r) = r2ν , ïðè ν > 0 è σ◦(r) = (ln1
r
)−1. Ïîëàãàÿ â

âûøåïðèâåä¼ííîì íåðàâåíñòâå g = r−λkfkχR
, ïîëó÷èì∣∣σν(r)r

−λkfk

∣∣
r=0
|6C(s, R)(4R)k(k + 1)−s ‖ χ

R
r−λkfk ‖ ◦

Hs
ν(0,2R)

.

Äàëåå, òàê êàê ñèãìà ñëåä σf
∣∣
O

=
∑

k σνr
−λkfk(r)

∣∣
r=◦sin (λkϕ) , òî äëÿ ëþáîãî h > 0 èç

ïðåäûäóùåé îöåíêè ïîëó÷àåì

‖ σf |O‖2
h=
∑

k

∣∣σνr
−λkfk

∣∣
r=◦

∣∣2h−2k 6

8



6 C(s, R)
∑

k

(4R)2k(k + 1)−2sh−2k ‖ χ
R
r−λkfk ‖2

◦
Hs

ν(0,2R)
6

6 C(s, R)
∑

k

‖ χ
R
r−λkfk ‖ ◦

Hs
ν(0,2R)

6 C(s, R) ‖ f ‖2
s,R,

ãäå ïîëîæåíî, íàïðèìåð, R = 1/4h. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ë åììà 5. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ u èç Hs

loc(Ω), s > 2, ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω è ðàâíàÿ íóëþ íà
Γ, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó M s(Ω).

Òå î ð åì à 7. [ Îáðàòíàÿ òåîðåìà î σ-ñëåäàõ ]. Îòîáðàæåíèå Ψ 7→ f , çàäàâàåìîå

ôîðìóëîé

f(r, ϕ) =
∑

k

r−λkΨkYk(ϕ), Ψk =

Φ∫
0

Ψ(ϕ)Y (ϕ) dϕ, (7)

ïðè s > 0 íåïðåðûâíî èç A[0, Φ] â M s(Ω), ïðè ýòîì σf
∣∣
O= Ψ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê Ψ ∈ A[0, Φ], òî ðÿä (7) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â S âíå ëþáîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â O ê ãàðìîíè÷åñêîé
(çíà÷èò, ê âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé) ôóíêöèè.

Ïóñòü ñíà÷àëà s ≥ 2 � ÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ
ïðåîáðàçîâàíèÿ (ñì. òåîðåìó 2), ïîëó÷àåì

‖χ
R
r−2λk‖2

◦
Hs

ν(0,2R)
6

2π

22λk+1Γ2(λk + 1)
‖DsSν(χR

r−2λk)‖2
L2(0,2R) = (8)

=
2π

22λk+1Γ2(λk + 1)
‖SνB

s/2
ν (χ

R
r−2λk)‖L2(0,2R).

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå Äàðáó-Âàéíøòåéíà r2µBµr
−2µ = B−µ ïîëó÷àåì

‖χ
R
r−2λk‖2

◦
Hs

ν(0,2R)
6

2π

22λk+1Γ2(λk + 1)
‖Sν(r

−2λkB
s/2
−ν χ

R
)‖2

L2(0,2R). (9)

Òàê êàê ôóíêöèÿ χ
R
(r) = 1 ïðè 0 6 r 6 R, òî

B−νχR
(r) = r2λk−1 ∂

∂r

(
r1−2λk

∂χ
R

∂r

)
= 0

ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ r. Çíà÷èò, B
s/2
−ν χ

R
(r) = 0 ïðè r 6 R, à òàêæå è ïðè r > 2R,

ïîñêîëüêó χ
R
(r) = 0 ïðè r > 2R. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ B

s/2
ν χ

R
(r) áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìà, èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü è îáðàùàåòñÿ â íóëü âáëèçè íà÷àëà.
Ñëåäîâàòåëüíî, èç ôîðìóëû (9) ïîëó÷àåì

‖r−2λkχ
R
‖2

◦
Hs

ν(0,2R)
6 2

2R∫
R

|Bs/2
−ν χ

R
(r)|2r1−2λkdr. (10)

Òàê êàê χ(t) ∈ C∞[1, 2], òî èìååò ìåñòî îöåíêà

‖r−2λkχ
R
‖2

◦
Hs

ν(0,2R)
6 2R2−s−2λk

2∫
1

|Bs/2
−ν χ(t)|2t1−2λkdt 6 (11)
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6 c(s, R)R−2λk(1 + λk)
s−1.

Òàêèì îáðàçîì,

∞∑
k=0

‖r−2λkΨkχR
‖2

◦
Hs

ν(0,2R)
6 c

∞∑
k=0

|Ψk|2R−2λk(1 + λk)
s−1. (12)

Îöåíèì òåïåðü âûðàæåíèå ‖(1− χ
R
)‖Hs

∆(Ω).
Ôóíêöèÿ χ

R
(r) = 1 íà Ω è ïîýòîìó

‖(1− χ
R
)f‖2

Hs
∆(Ω) = ‖χ

R
(1− χ

R
)f‖Hs

∆(Ω) 6 ‖χ
R
(1− χ

R
)f‖ ◦

Hs(S2R)
,

Èç òåîðåìû 5 âûòåêàåò ôîðìóëà

‖χ
R
(1− χ

R
)f‖2

◦
Hs(S2R)

=
∞∑

k=0

‖χ
R
(1− χ

R
)r−λkfk‖2

◦
Hs

ν,+(0,2R)
=

=
∞∑

k=0

|Ψk|2‖χR
(1− χ

R
)r−2λk‖ ◦

Hs
ν,+(0,2R)

=

=
∞∑

k=0

|Ψk|2
2R∫

R

|Bs/2
ν (χ

R
(1− χ

R
)r−2λk)|2r2λk+1dr =

=
∞∑

k=0

|Ψk|2
2R∫

R

|Bs/2
−ν (χ

R
(1− χ

R
)|2r1−2λkdr,

ãäå åù¼ ðàç èñïîëüçîâàëîñü ñîîòíîøåíèå Äàðáó-Âàéíøòåéíà.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà

max
r
|Bs/2

−ν

(
χ

R
(1− χ

R
)
)
| 6 c(1 + λk)

s,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c > 0 çàâèñèò îò s, R, R, χ, íî íå çàâèñèò îò k. Îáúåäèíÿÿ äâå ïîñëåäíèå
ôîðìóëû, ïîëó÷àåì

‖χ
R
(1− χ

R
)f‖2

◦
Hs(S2R)

6 c
∞∑

k=0

|Ψk|2(1 + λk)
s

2R∫
R

r1−2λkdr 6 (13)

6 c′
∞∑

k=0

|Ψk|2(1 + λk)
s−1R−2λk ,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c′ > 0 íå çàâèñèò îò Ψ. Ïðè h < R èç (12) è (13) òåïåðü ïîëó÷àåì

‖f‖2
s,R =

∞∑
k=0

‖χ
R
r−2λkΨk‖2

◦
Hs

ν(0,2R)
+ ‖(1− χ

R
)f‖2

Hs
∆(Ω) 6

6 c
∞∑

k=0

|Ψk|2h−2λk = c‖Ψ‖2
h,
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ãäå ïîñòîÿííàÿ c > 0 íå çàâèñèò îò Ψ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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