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Случайная величина поездок пассажиров между двумя любыми остановочными 
пунктами на маршруте (корреспонденции пассажиров) представляет собой дис-
кретную величину. Для каждого значения дискретной случайной величины вычис-
ляется её вероятность. В качестве решения задачи определения числа корреспон-
дирующих пассажиров между двумя остановочными пунктами на маршруте при-
нимается то значение случайной величины, вероятность которого максимальна.  
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The random value of passenger travel between any two stopping points on the route (pas-
senger correspondence) is a discrete value. For each value of a discrete random variable, 
its probability is calculated. As a solution to the problem of determining the number of 
corresponding passengers between two stopping points on the route, the value of a ran-
dom variable is taken, the probability of which is the maximum. 
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most probable number. 

 

1. Введение 
 Организация и управление перевозками пассажиров по маршрутам 
крупного города всегда представляло сложности [1, 2]. Однако, как считают 
специалисты, данные проблемы можно решить за счёт наиболее рациональ-
ного использования имеющихся в наличии и готовых к эксплуатации транс-
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портных средств (ТС) на основе координированного управления работой 
всеми видами городского пассажирского транспорта крупного города [3, 4].  
 Анализ постановки и решения задачи координированного управления 
транспортной системой крупного города показал, что в процессе управле-
ния решаются различные транспортные задачи перспективного, текущего и 
оперативного управления [5]. При этом вся информационная база делится 
на три основных массива: условно-постоянный (данные о маршрутной сети 
и о составе ТС), нормативный (экономические показатели) и переменный 
(данные о пассажиропотоках и на их основе определяемые количественные 
и качественные показатели работы транспортной системы). Отмечено, что 
основной проблемой при координированном управлении всей транспортной 
системой крупного города является процесс получения информации о пас-
сажиропотоках, которые меняются как во времени, так и в пространстве, и 
потому требуется автоматизация и механизация её получения.  
 Известно, что наибольших достижений в целях автоматизации и меха-
низации получения информации о пассажиропотоках является фиксация при 
помощи технических средств данных входа ( ia ,1 i n  ) и выхода ( jb , 

1 j n  ) пассажиров на каждом остановочном пункте (ОП) маршрута (где n 
– число ОП на маршруте) [6]. При этом к числу малоисследованных задач 
относится задача обработки данных входа-выхода с получением информа-
ции о распределении пассажиропотоков по маршруту ( ijx , i j ), т.е. опре-

деления количества пассажиров, которые осуществили поездки между каж-
дой парой остановок (i,j) по маршруту в течение, например, одного рейса. 
Этим и определена задача разработки математической модели расчёта поез-
док пассажиров между каждой парой ОП по маршруту на основе данных 
входа и выхода.  
 

2. Постановка задачи 
 При сборе данных входа и выхода на остановках маршрута информа-
ция о пути следования каждым пассажиром в отдельности остаётся неиз-
вестной, поэтому такие передвижения можно считать случайными и не за-
висимыми от выбора путей следования другими пассажирами. Такое заме-
чание позволяет принять следующее предположение: выбор каждым пасса-
жиром пути передвижения (i,j) по маршруту, т.е. вход пассажира в салон ТС 
на i-м ОП и его выход на j-м ОП, является случайным и не зависит от выбо-
ра другими пассажирами своего пути передвижения по маршруту. Такое 
предположение позволяет допускать, что во время стоянки ТС на ОП мар-
шрута для каждого пассажира в салоне событие выйти на этом ОП или по-
ехать дальше можно считать равновероятным.  
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 Таким образом, решение задачи определения элементов маршрутных 
корреспонденций пассажиропотоков по данным входа-выхода требует ве-
роятностной интерпретации.   
 Во время стоянки ТС на j-м ОП вначале из всех подъехавших с преды-
дущего (j1)-го ОП, количество которых обозначим через 1jQ  , выходит 

группа в количестве jb  пассажиров, а затем входит в салон группа из ja  

пассажиров. При отправлении ТС от j-го ОП в салоне будет находиться jQ  

пассажиров, число которых определяется по формуле:  

 1
1

( ) ( )
j

j j j j r r
r

Q Q b a a b


     . 

 Так как во время стоянки ТС на i-м ОП в салон вошло ia  пассажиров, 

то не исключено, что некоторые из них могут выйти на (i+1)-м ОП, что со-
ответствует числу пассажиров, которые совершили поездку от i-го до (i+1)-
го ОП, которое обозначим через , 1i ix  . И если это число вычесть из всех 

вошедших на i-м ОП, то получим оставшихся пассажиров, которые и про-
должат свои поездки дальше по маршруту, т.е. потенциально корреспонди-
рующие от i-го ОП. Обозначим это число через , 1i ia  , которое вычисляется 

следующим образом: , 1 , 1i i i i ia a x   .  

 В целом, для любых i и j данная величина вычисляется по формуле:  

 
1

1

j

ij i ir
r i

a a x


 
   , 

причём для  ij ii ij i a a a   .  

 Другими словами, ija  – это число оставшихся пассажиров из всех во-

шедших на i-м ОП. Оно определяется вычитанием из ia  всех тех, которые 

уже совершили на маршруте поездки (i, i+1)  , 1i ix  , (i, i+2)  , 2i ix  , ..., (i, 

j1)  , 1i jx  .  

 В перевозочном процессе по маршруту, когда на j-м ОП стояло ТС, 
внутри салона находилось 1jQ   пассажиров, среди которых имелись и во-

шедшие на i-м ОП  ija . В результате пассажирообмена на ОП вместе с jb  

могли выйти и те пассажиры, которые вошли в салон ТС на i-м ОП, т.е. из 
группы ija . В этом случае число ijx , которое одновременно будет принад-

лежать ija  и jb , и является искомой величиной.  
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 Если таким образом определить все поездки пассажиров между двумя 
любыми ОП на маршруте, то их можно отобразить в виде таблицы элемен-
тов маршрутных корреспонденций пассажиров (см. табл. 1).  

Таблица 1. Матрица элементов маршрутных корреспонденций пассажиропотоков. 

                        Номера ОП выхода 
Номера 
ОП входа 1 2 3 4 5 … n 

Вошло в 
ТС 

1 11x  12x  13x  14x  15x  … 1nx  1a  

2  22x  23x  24x  25x  … 2nx  2a  

3   33x  34x  35x  … 3nx  3a  

4    44x  45x  … 4nx  4a  

5     55x  … 5nx  5a  

.      …   

.      …   

.      …   

n       nnx  na  

Вышло 1b  2b  3b  4b  5b  … nb   

 
Здесь n  число ОП на маршруте; ia   число пассажиров, вошедших в ТС 

на i-м ОП; jb   число пассажиров, вышедших из ТС на j-м ОП; ijx   число 

корреспондирующих пассажиров от i-го до j-го ОП, i j .  
 Из табл.1 видно, что суммирование элементов по строкам соответству-
ет данным входа, а суммирование по столбцам – данным выхода. В связи с 
этим математическая формализация постановки задачи определения ijx  по 

данным ia  и jb  заключается в следующем:  

 задана система линейных алгебраических уравнений  

 
n

ij i
j i

x a


 ;   
1

j

ij j
i

x b


 ;   0ijx  ;   1 i n  , 1 j n  , (1) 

причём выполняется условие   

 
1 1

n n

i j
i j

a b
 

      (или 
1 1 1

jn n n

ij ij
i j i j i

x x
   

    ). (2) 

 Так как система (1) состоит из 2n уравнений с  1 / 2n n   неизвестны-

ми, то единственное решение возможно только при выполнении условия: 

 2 1 / 2n n n  . Следовательно, единственное решение возможно при 3n , 
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в то время как для 3n   существует, вообще говоря, бесчисленное множе-
ство решений, и потому без дополнительного предположения относительно 
распределения пассажирских потоков между ОП маршрута нельзя получить 
однозначного решения данной задачи.  
 

3. Вероятностный метод решения задачи 
 С учётом принятого предположения относительно поведения пассажи-
ров при выборе пути передвижения по маршруту нетрудно заметить, что во 
время стоянки ТС на j-м ОП в салоне находилось 1jQ   пассажиров, из кото-

рых вышло jb  человек. Так как выход любой группы пассажиров из ТС в 

количестве jb  человек из всех подъехавших является равновозможным и 

несовместным событием, то общеe число таких групп в различных комби-

нациях равно числу сочетаний из 1jQ   по jb , т.е. 
1

j

j

b
QC


.  

 Всех подъехавших пассажиров к j-му ОП ( 1jQ  ) можно разбить на две 

группы: одна группа состоит из тех пассажиров, которые вошли в салон ТС 
на i-м ОП и не вышли ранее j-го ОП ( ija ), а вторая группа – все остальные 

( 1j ijQ a  ). Так как на j-м ОП вышло jb  человек, то среди них могут ока-

заться и те, которые принадлежат группе ija ,  обозначим их через ij . 

Очевидно, ij  является случайной величиной, которая принимает целочис-

ленные значения. И группу ij  человек из ija  можно выбрать ij

ijaC


 способа-

ми в различных комбинациях. Но для каждой определённой группы ij  ос-

тальных пассажиров ( j ijb  ) при этом можно выбрать 
1

j ij

j ij

b
Q aC




  различ-

ными способами. И тогда общее число благоприятствующих случаев будет 

равно 
1

ij j ij

ij j ij

b
a Q aC C



 
 .  

 На основании изложенного нетрудно определить вероятность того, что 
среди вышедших jb  пассажиров группе ija  будет принадлежать ровно ij  

человек: 

 1

1

( )

ij j ij

ij j ij

j j

j

b
a Q a

b ij b
Q

C C
P

C





 


  . (3) 

 При этом возможны два случая: 1) когда ij ja b  и 2) когда ij ja b .  

 Случай, когда ij ja b . Возможны следующие ситуации и соответст-

венно число их сочетаний: 
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         j ijb a          и      10 ( )j ijQ a  ,          j

ij

b
aC        и    

1

0
j ijQ aC
  ;  

 ( 1)j ijb a           и      11 ( )j ijQ a  ,           
1j

ij

b
aC


    и    
1

1
j ijQ aC
  ;  

                                                                                                             
 ( )j ijb k a          и      1( )j ijk Q a  ,           j

ij

b k
aC


   и    
1j ij

k
Q aC

  ,  

где 1min[ ,  ( )]j j ijk b Q a  .  

 В этом случае величина ij  может принимать целочисленные значения 

на интервале ( )j ij jb k b    . Так как  

 ( )jb k  1( min[ , ( )])j j j ijb b Q a   1max[( ), (j j j jb b b Q   )]ija   

    1max[0, ( )]j ij jb a Q    ,  

то интервал изменения случайной величины ij  при ij ja b  имеет следую-

щий вид:   

 1max[0,  ( )]j ij j ij jb a Q b     . (4) 

 Случай, когда ij ja b . Возможны следующие ситуации и соответст-

венно число их сочетаний: 

         ij ija a    и     1( ) ( )j ij j ijb a Q a   ,       ij

ij

a
aC       и  

1

j ij

j ij

b a
Q aC




 ;  

 ( 1)ij ija a     и 1( 1) ( )j ij j ijb a Q a    ,      
1ij

ij

a
aC


   и 
1

1j ij

j ij

b a
Q aC



 
 ;  

                                                                                                               
 ( )ij ija k a    и 1( ) ( )j ij j ijb a k Q a    ,       ij

ij

a k
aC


  и 
1

j ij

j ij

b a k
Q aC



 
 , 

где 1min[ ,  (Q ) ( )]ij j ij j ijk a a b a     1min[ ,  ( )]ij j ja Q b  .  

 В этом случае величина ij  может принимать целочисленные значения 

на интервале ( )ij ij ija k a    . Так как  

 ( )ija k  1( min[ ,  ( )])ij ij j ja a Q b     

       1max[( ),  (ij ij ij ja a a Q    )]jb  1max[0,  ( )]j ij jb a Q   ,  

то интервал изменения случайной величины ij  при ij ja b  имеет следую-

щий вид:   

 1max[0,  ( )]j ij j ij ijb a Q a     . (5) 
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 Выражения (4) и (5) можно записать в общем виде:  

 1max[0,  ( )] min[ ,  ]j ij j ij ij jb a Q a b     . (6) 

 В этом случае из всех целых чисел ij  на отрезке (6) в качестве единст-

венной искомой величины ijx  можно принять то значение, для которой ве-

роятность, вычисленная по формуле (3), достигает своего максимального 
значения по аргументу ij :  

 max ( )
j

ij
ij b ijx P


  . 

 Раз ijx  является наивероятнейшим числом для случайной величины 

ij , то для двух рядом стоящих чисел ( 1)ijx   и ( 1)ijx   должны выполнять-

ся следующие неравенства [7]:  

 ( 1)
jb ijP x  / ( )

jb ijP x 1      и     ( )
jb ijP x / ( 1)

jb ijP x  1.  

Раскрывая эти неравенства, приходим к следующим выражениям:  

 
( 1)

( )
j

j

b ij

b ij

P x

P x


=

1( )

( 1)( 1)
ij j ij j ij

ij ij j ij

x Q a b x

a x b x

   

   
1, 

 
( )

( 1)
j

j

b ij

b ij

P x

P x 
=

1( 1)( 1)

( )( )
ij j ij j ij

ij ij j ij

x Q a b x

a x b x

    

 
1. 

 Решение же этих неравенств относительно ijx  приводит к следующему 

результату:  

 
1 1

( 1)( 1) ( 1)( 1)
1

2 2
ij j ij j

ij
j j

a b a b
x

Q Q 

   
  

 
. 

 А при больших значениях ija , jb  и 1jQ   данное выражение, отбрасывая 

1 и 2 в этих неравенствах, можно записать в следующем виде:  

 
1 1

1ij j ij j
ij

j j

a b a b
x

Q Q 
   . 

Из этого двойного неравенства следует, что для вычисления элементов ijx  
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можно применять следующую формулу, округляя значения до целого числа:  

 
1

ij j
ij

j

a b
x

Q 
 . 

 И в целом математическая модель вычисления ijx , с учётом специфики 

формирования таблицы элементов маршрутных корреспонденций пассажи-
ропотоков (см. табл. 1), будет иметь следующий вид:  
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4. Решение задачи по схеме Бернулли  
 Из принятого предположения относительно поведения пассажиров при 
выборе пути передвижения по маршруту следует, что при подходе ТС к j-
му ОП для каждого пассажира из всех находящихся в салоне события вый-
ти на этом остановочном пункте либо поехать дальше считаются равнове-
роятными. Следовательно, для каждого пассажира вероятность события 
выйти на j-м ОП равна 1 / 2p   (и, соответственно, вероятность не выйти, 

т.е. поехать дальше: 1 / 2q  ). И тогда можно по формуле Бернулли опреде-

лить вероятность того, что на конкретной остановке из всех возможных 
выйдет ij  пассажиров  

 ( ) ij ij ijm
mm ijP p qC
    , (7) 

где m – число целых чисел на отрезке (6), которое можно определить вы-
числением длины данного отрезка, т.е.  

 1min[ ,  ] max[0,  ( )]ij j ij j jm a b a b Q     . (8) 

 Так как в данном случае p q , то формулу (7) можно записать в сле-

дующем виде: ( ) ij ijij ijm m
m mm ijP p p pC C
     . Это означает, что числен-

ное значение вероятности случайной величины ij  на отрезке (6) зависит в 

основном от биномиального коэффициента ij
mC


. Следовательно, в качестве 
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решения можно брать то значение ij , для которого биномиальный коэф-

фициент ij
mC


 будет наибольшим по аргументу ij , т.е.  

 
!

max
! ( )!ij

ij
ij ij

m
x

m


 
.  

 Согласно теории комбинаторики, эта величина при равенстве p q  
достигает своего максимального значения на середине отрезка (6):  

 1(min[ ,  ] max[0,  ( )]) / 2ij ij j ij j jx a b a b Q     . (9) 

 С другой стороны, известно, что наивероятнейшее число ij  при реше-

нии задач с использованием схемы Бернулли можно определить из двойно-
го неравенства: ijmp p mp q      [7]. Так как p q , то двойное неравен-

ство можно записать в следующем виде: ijmp p mp p     , или 

ij mp p   , т.е. разность между ij  и значением mp не должна превышать 

2/1  по абсолютной величине. А это означает, что наивероятнейшее число 

ij  на отрезке (6) можно определить выражением mp, округлив его до бли-

жайшего целого числа. С учётом формулы (8) и 1 / 2p  , имеем  

 1(min[ ,  ] max[0,  ( )]) / 2ij ij j ij j jx mp a b a b Q      . (10) 

 Из анализа выражений (9) и (10) вытекает, что правые их части могут 
быть равны в том и только в том случае, если будет выполняться равенство 

1max[0,  ( )] 0ij j ja b Q    , т.е. выражение 1( )ij j ja b Q    должно быть не 

больше нуля. Если это так, то отрезок возможных решений (6) задачи (1),(2) 
имеет следующее выражение: 0 min[ ,  ]ij ij ja b   .  
 

5. Заключение 
 Для того чтобы убедиться, что левая граница отрезка возможных ре-
шений (6) задачи (1),(2) равняется нулю, рассмотрим следующий пример. 
Пусть в результате фиксации данных входа-выхода на маршруте с 10 оста-
новочными пунктами были получены следующие исходные данные: 

ia ={46; 22; 2; 6; 4; 14; 15; 13; 11; 0} и jb ={0; 9; 11; 7; 10; 5; 21; 28; 25; 17} 

соответственно.  
 Так как решением задачи (1),(2) является любое целое число из интерва-
ла (6), то для проверки справедливости полученного вывода вначале вычис-
лим значения ijx  с использованием предложенной в данной статье математи-

ческой модели. В конечном итоге получим численные значения элементов 
маршрутных корреспонденций пассажиропотоков, отображённые в табл.2.  
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Таблица 2. Матрица элементов маршрутных корреспонденций пассажиропотоков 
(значения ijx ). 

Номера 
остановок 
входа 

Номера остановок выхода Вошло 
в ТС 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  
1 0 9 6 4 5 3 10 5 2 2 46 
2  0 5 3 5 2 4 2 1 0 22 
3   0 0 0 0 1 1 0 0 2 
4    0 0 0 3 2 1 0 6 
5     0 0 2 1 1 0 4 
6      0 1 7 3 3 14 
7       0 10 4 1 15 
8        0 13 0 13 
9         0 11 11 
10          0 0 
вышло 0 9 11 7 10 5 21 28 25 17 133 

 

      Далее, используя формулу 
1

1

j

ij i ir
r i

a a x


 
   , определим численные значе-

ния элементов потенциально корреспондирующих пассажиров между двумя 
любыми остановочными пунктами на маршруте и отобразим их в табл.3.  

Таблица 3. Матрица элементов потенциально корреспондирующих пассажиров 
между двумя остановочными пунктами на маршруте (значения ija ). 

Номера 
остановок 
входа 

Номера остановок выхода 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 46 37 31 27 22 19 9 4 2 0 
2  22 17 14 9 7 3 1 0 0 
3   2 2 2 2 1 0 0 0 
4    6 6 6 3 1 0 0 
5     4 4 2 1 0 0 
6      14 13 6 3 0 
7       15 5 1 0 
8        13 0 0 
9         11 0 
10          0 

 И, наконец, вычислим значения 1=ij ij j jz a b Q    только для тех i и j, 

для которых вычисление элементов пассажирских корреспонденций по опи-
санному алгоритму в данной статье определялись по формуле ijx   

1( )/ij j ja b Q  . Эти значения разместим в табл.4, из которой видно, что все 

 0ijz  , в чём и требовалось убедиться. 
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Таблица 4. Матрица значений величин, определяемых при вычислении интервала 
возможных решений (значения ijz ). 

Номера остановок 
входа 

Номера остановок выхода 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1   11 12 12 16 12 9 2  
2    26 25 29 24 16 5  
3     37 36 29 19 6  
4      32 25 15 5  
5       27 16 5  
6        5 0  
7         1  
8           
9           
10           
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