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Аннотация. Для разномодульных нелинейных упругих изотропных сред рассмотрены де-

формации изменения формы. С использованием предложенных модельных соотношений по-

лучено решение краевой задачи о прямолинейном движении среды в круглой трубе под дей-

ствием переменного перепада давления. Приводится сравнение полученных результатов с

точным решением для нелинейной упругой изотропной среды.
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Обычно в качестве разномодульных сред рассматривают материалы с различным
сопротивлением растяжению и сжатию, к которому приводит наличие микродефек-
тов в реальных материалах, например, в горных породах.В общем случае различие
свойств материалов наблюдается и при деформациях изменения формы. Моделиро-
вание таких свойств материалов неоднократно рассматривалось в механике, как на
стадии обратимого деформирования, так и необратимого. Соответствующие модели
описаны давно и достаточно подробно [1–6]. Классическая теория идеально упругих
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тел может быть построена на основе потенциала напряжений, который в случае изо-
тропной среды является функцией инвариантов напряжений. Выбирать такие инва-
рианты можно по-разному. Предложение выбирать в качестве второго инварианта
интенсивность напряжений содержится, например, в [7, 8]. Здесь рассмотрим дефор-
мации изменения формы в нелинейно упругих материалах, аналогично [7,8] выбирая
интенсивность деформаций вторым инвариантом.

1. Пусть деформированное состояние нелинейной упругой изотропной среды ха-
рактеризует тензор деформаций Альманси dij

dij =
1

2
(ui,j + uj,i � uk,iuk,j) , (1)

где ui � компоненты вектора перемещений.
Для несжимаемой среды компоненты тензора напряжений Эйлера � Коши �ij свя-

заны с деформациями dij формулой Мурнагана

�ij = �p�ij +
@W

@dik
(�kj � 2dkj) . (2)

Здесь p � добавочное гидростатическое давление, W � упругий потенциал. Для изо-
тропной несжимаемой среды W является функцией инвариантов тензора деформа-
ций: W = W (I1, I2). Выберем инварианты тензора Альманси I1, I2 в виде

I1 =
1

3
(d1 + d2 + d3) =

1

3
(d11 + d22 + d33) =

1

3
dkk = d,

I2 =
3

2

�
(d1 � d)2 + (d2 � d)2 + (d3 � d)2

�
.

(3)

Здесь d1, d2, d3 � главные значения тензора деформаций dij . Инвариант I2 в та-
ком случае равен квадрату интенсивности деформаций. Исключая d1, d2, d3 из (3),
запишем его в форме

I2 =
3

2

✓
dikdki �

1

3
d2kk

◆
. (4)

Выберем функцию W = W (I1, I2) в виде ее разложения в ряд Тейлора относительно
свободного состояния, ограничиваясь слагаемыми до третьего порядка по компонен-
там dij

W = ��1I1 + �2
p

I2 + �3I
2
1 + �4I2 � �5I1

p
I2 � �6I

3
1+

+ �7I
2
1

p
I2 � �8I1I2 + �9I2

p
I2...

(5)

В (5) �k > 0 � упругие модули. Подстановка производных инвариантов

@I1
@dik

=
1

3
�ik,

@I2
@dik

= 3dik � djj�ki
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в формулу Мурнагана (2) позволяет получить зависимости для компонент тензора
напряжений

�ij = �P �ij+


3L� 2

3

⇣
��1 + 2�3I1 � �5

p
I2 � 3�6I

2
1 + 2�7I1

p
I2 � �8I2

⌘�
dij+

+ 2L (dkkdij � 3dikdkj) , P = p� 1

3

@W

@I1
+
@W

@I2
dkk,

L =
@W

@I2
=

�2
2
p
I2

+ �4 � �5
I1

2
p
I2

+ �7
I21

2
p
I2

� �8I1 +
3

2
�9
p
I2.

(6)

В случае антиплоской деформации для компонент перемещений справедливы за-
висимости

u1 = u2 = 0, u3 = u3 (x1, x2) . (7)

Для компонент тензора Альманси в рассматриваемом случае получаем

d11 =� 1

2
u23,1, d12 = �1

2
u3,1u3,2, d13 =

1

2
u3,1,

d22 = �1

2
u23,2, d23 =

1

2
u3,2, d33 = 0.

(8)

Инварианты деформаций для компонент (8) принимают форму

I1 = �1

6
b2, I2 =

1

4
b2

�
b2 + 3

�
, b2 = u23,1 + u23,2. (9)

В случае чистого сдвига, когда u2 = u2 (x1), b = u2,1. Для напряжений в таком
случае получаем зависимости

�11 = �P �
✓
1

3
�1 + 3�4

◆
b2 ± 1

2
�5

b3

a
�
✓
1

2
�8 +

1

9
�3 + �4

◆
b4 ±

✓
�5 +

1

2
�7

◆
b5

6a
±

±
✓
1

6
�5 +

9

4
�9

◆
ab3 �

✓
�8 +

1

6
�6

◆
b6

6
� �8

12
a2b4 ±

✓
�7
18

+
3

4
�9

◆
ab5 ± �7

36

b7

a
,

�12 =

✓
1

3
�1 +

3

2
�4

◆
b⌥ 1

4
�5

b2

a
+

✓
1

4
�8 +

1

9
�3 + �4

◆
b3 ⌥

✓
�5 +

1

4
�4

◆
b4

6a
⌥

⌥
✓
1

6
�5 +

9

8
�9

◆
ab2 +

✓
�8 +

1

6
�6

◆
b5

6
+
�8
12

a2b3 ⌥
✓
�7
18

+
3

4
�9

◆
ab4 ⌥ �7

36

b6

a
,

�22 = �P � 3

2
�4b

2 ± 1

4
�5

b3

a
± 9

8
�9ab

3 ± 1

24
�7

b5

a
� 1

4
�8b

4, �33 = �P.

(10)

В (10) a =
p
b2 + 3. Здесь и далее верхний знак соответствует u2,1 < 0, нижний

u2,1 > 0.
Как известно [9], в случае антиплоского движения среды коэффициенты в упругом

потенциале являются зависимыми. Такое движение осуществимо, если

W = �2µJ1�µJ2 + hJ2
1 + (h� µ) J1J2 � ⇣J3

1 + ...,

J1 = dkk, J2 = dikdki.
(11)

Сравнивая (5) и (11), для коэффициентов потенциала (5) получим

�1 = 6µ, �3 = 3 (3h� µ) , �4 = �2

3
µ, �6 = 9 (µ� h) + 27⇣, �8 = 2 (µ� h) . (12)
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Отметим, что равенство нулю коэффициента �2 следует из условия отсутствия ка-
сательного напряжения в недеформированном материале.

2. Прямолинейное движение среды в круглой трубе. Пусть несжимаемый
упруговязкопластический материал, деформационные свойства которого приведены
выше, заполняет круглую трубу радиуса R с недеформируемыми стенками. Рассмот-
рим обратимое деформирование материала и его продвижение по трубе в условиях
растущего со временем перепада давления. Решение этой краевой задачи теории боль-
ших деформаций в цилиндрической системе координат r, ', z будем искать в классе
функций

u = uz (r, t) , � = �z (r, t) , P = P (r, z, t) .

Для отличных от нуля компонент тензора деформаций в рассматриваемом случае
имеем

drr = �1

2

�
u0
�2

, drz =
1

2
u0. (13)

Полагаем, что деформирование начинается из свободного состояния материала. Далее
ограничимся слагаемыми до третьей степени u0 = uz,r. Таким образом, учитываются
только старшие нелинейные слагаемые в зависимостях напряжений от обратимых
деформаций. Согласно соотношениям (10) и (12) получим

�rr = �P ± 1

2
�5

b3

a
, �'' = �P,

�rz =µb⌥ 1

4
�5

b2

a
, �zz = �P + µb2 ± 1

4
�5

b3

a
.

(14)

Деформирование и движение материала по трубе свяжем с воздействием градиента
давления

@P/@z = ⌥ (t) ,  (0) = 0. (15)
Считаем, что во всем процессе деформирования на стенках трубы выполнено усло-

вие жесткого сцепления
u (R, t) = 0. (16)

Далее силами инерции будем пренебрегать, считая процесс деформирования доста-
точно медленным. Тогда интегрирование уравнений равновесия

�rz,r + �zz,z +
�rz
r

= 0, �rr,r + �rz,z +
�rr � �''

r
= 0 (17)

приводит к зависимостям

�rz =
c (t)

2
r +

c1 (t)

r
, P = c (t) z + g (r, t) . (18)

Неизвестные функции интегрирования c (t), c1 (t) необходимо определить из крае-
вых условий. Заметим, что c1 (t) = 0, так как напряжение �rz обязано быть конечным
при r = 0.

Для краевых условий (15), (16) решение получаем в виде
�rz = ⌥ (t) r/2, P = ⌥ (t) z + g (r, t) . (19)

Для определения перемещений согласно (14) и (19) получаем уравнение

µb⌥ 1

4
�5

b2

a
= ⌥ (t) r

2
. (20)
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x

u/R
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0.0013

-0.0013

0

Рис. 1. Распределение перемещений u/R в зависимости от радиуса x в момент начала пла-

стического течения ⌧0

x x
0 0.5 1.0

!zz/"

-2.053∙10-5

-1.257∙10-5

-1.655∙10-5

0 0.5 1.0

!rr/"

!##/"

-2.000∙10-5

-1.998∙10-5

-1.999∙10-5

Рис. 2. Компоненты напряжений �rr/µ, �''/µ и �zz/µ в момент времени ⌧0

Для определенности полагаем далее  (t) линейной функцией времени  (t) = ↵t
(↵ = const).

По известным перемещениям компонента напряжений �rr находится интегрирова-
нием второго уравнения равновесия (17) с учетом (14) и с использованием граничного
условия

�rr|r=R,z=0 = �0, (21)
которое задает напряженное состояние, вызванное начальным поджатием в сечении
трубы z = 0. Таким образом, получаем

�rr = ⌥1

2
�5

rZ

R

b3

a
dr ±  (t)z + �0. (22)

Гидростатическое давление находится из (14) по известному напряжению �rr. Ком-
понента напряжений �zz определится также из (14).

Расчеты проводились в безразмерных переменных ⌧ = ↵tR/µ и x = r/R при значе-
ниях постоянных �5/µ = 3, k/µ = 2.629 · 10�3, �0/µ = �2 · 10�5. Численные решения
уравнения (20) иллюстрирует рис. 1 (верхняя пунктирная линия для u0 < 0 и нижняя



10 Л. В. КОВТАНЮК, Г. Л. ПАНЧЕНКО, Е. О. ПОПОВА

пунктирная линия для u0 > 0); сплошными серыми линиями показано точное реше-
ние соответствующей задачи, полученное для случая обратимого деформирования без
учета разномодульности среды [10–12]. Перемещения точек разномодульной среды от-
личаются от перемещений точек среды без учета разномодульности в шестом знаке
после запятой, поэтому на графике соответствующие линии перемещений совпадают.

Полученное решение при возрастающей функции  (t) справедливо в промежутке
времени от 0 до последующего момента времени t = t0, начиная с которого от стен-
ки r = R развивается область пластического течения. Выбирая, например, условие
Треска

max |�i � �j | = 2k

для рассмотренного случая, записанного в форме
⇣
(�rr � �zz)

2 + 4�2rz

⌘���
r=R

= 4k2,

в принятом приближении получим

�rz (R, t0) = ⌥k, t0 =
2k

↵R
.

На рис. 2 показаны распределения компонент напряжений �rr/µ и �''/µ в зави-
симости от радиуса x при z/R = 0.000001 сплошной и штриховой линиями соответ-
ственно для u0 > 0 и пунктирной и штрих-пунктирной линиями соответственно для
u0 < 0. Распределения компоненты напряжений �zz/µ при z/R = 0.0001 приведены
на рис. 2 сплошной и штриховой линиями для u0 > 0 и u0 < 0 соответственно.
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Abstract. For nonlinear elastic isotropic media with different moduli, deformations of shape
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of the rectilinear motion of a medium in a round pipe under the action of a variable pressure drop

is obtained. The obtained results are compared with the exact solution for a nonlinear elastic

isotropic medium.
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