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Аннотация
В работе исследовано деформирование диска, вращающегося с изменяющейся ско-

ростью (разгон, торможение, вращение с постоянной скоростью), в условиях последова-
тельного накопления необратимых деформаций ползучести и пластических деформаций.
Рассмотрено деформирование полого диска и диска с включением. В предположении
плоского напряженного состояния в рамках теории течения получены решения диф-
ференциальных уравнений для расчета полей напряжений, деформаций, перемещений
и скоростей с использованием конечно-разностных схем. В случае осесимметричной за-
дачи решение получено методом конечных элементов. Выявлены закономерности разви-
тия областей вязкопластического течения, в достаточно толстом диске радиус упруго-
пластической границы существенно изменяется по толщине диска. Проведено сравнение
полученного решения со случаем идеальной упругопластичности, учет вязкости приводит
к замедлению течения. Показано, что наличие углового ускорения при быстром разгоне
значительно сказывается на распределении интенсивностей напряжений.
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Введение

Вращающиеся диски являются важными элементами конструкций и машин.
В большинстве случаев диски работают в условиях, приводящих к накоплению
необратимых деформаций. Изучению вращающихся дисков посвящено множество
публикаций ([1–12] и др.), в том числе учитывающих неоднородность материалов
[4, 5, 7, 12] и теплофизические эффекты [5, 7, 11]. Как правило, расчеты проводи-
лись при фиксированной скорости вращения диска, что не позволяет исследовать
напряженное состояние вращающихся дисков, работающих при изменяющихся
режимах эксплуатации. При расчете напряженно-деформированного состояния
диска, вращающегося с ускорением, необходимо учитывать не только центробеж-
ные силы инерции, но и силы инерции, связанные с угловым ускорением. Пове-
дение упругого диска из функционально-градиентного материала при уменьша-
ющейся скорости вращения исследовано в работах [5, 12]. Расчету вязкоупругого
диска, вращающегося с изменяющейся скоростью, когда напряженное состояние
ниже предела текучести, посвящены работы [13, 14]. В настоящей работе изуча-
ется необратимое деформирование кольцевого диска, вращающегося с ускорением,
как на стадии, предшествующей пластическому течению, так и в процессе развития
вязкопластического течения.
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1. Модельные соотношения

Решение задачи будем искать в рамках малых деформаций. Когда в среде есть
необратимые деформации, компоненты полных деформаций dij определяются как
суммы обратимых eij и необратимых (деформации ползучести pν

ij и пластично-
сти pp

ij ) pij составляющих

dij = eij + pij = eij + pp
ij + pν

ij =
1
2

(ui,j + uj,i) , ui,j =
∂ui

∂xj
,

где ui – компоненты вектора перемещений, xj – координаты точки среды.
Напряжения в среде определяются обратимыми деформациями и связаны с ни-

ми законом Гука
σij = λekkδij + 2µeij . (1)

В соотношениях (1) λ, µ – коэффициенты Ламе.
Диссипативный механизм деформирования связан с накоплением необратимых

деформаций. Считаем, что до начала пластического течения накопление необра-
тимых деформаций связано с механизмом ползучести. Для конкретизации этого
механизма воспользуемся теорией течения. Скорость деформаций ползучести εv

ij

определим в виде

εv
ij =

∂V

∂σij
, V (σij) = BΣn (σ1, σ2, σ3) . (2)

Здесь V (σij) – потенциал ползучести, σ1, σ2, σ3 – главные значения тензора на-
пряжений, B и n являются параметрами ползучести. Σ зададим в виде

Σ =
√

3/2
√

(σ1 − σ)2 + (σ2 − σ)2 + (σ3 − σ)2, (3)

где σ =
1
3

(σ1 + σ2 + σ3) .
Когда напряженное состояние в материале достигает поверхности нагружения,

диссипативный механизм деформирования меняется, появляется область пласти-
ческого течения. Связь скоростей пластических деформаций εp

ij с напряжениями
в таких областях согласно принципу максимума Мизеса устанавливается ассоции-
рованным законом пластического течения

εp
ij = λ

∂f

∂σij
, f

(
σij , ε

p
ij

)
= 0, λ > 0.

С целью учета вязкости при пластическом течении среды воспользуемся обоб-
щением условия пластичности Мизеса

(sij − ηεp
ij)(sji − ηεp

ji) = 2k2, (4)

где sij – девиатор тензора напряжений, k – предел текучести, η – коэффициент
вязкости.

2. Постановка задачи.
Деформирование до начала пластического течения

Рассмотрим кольцевой диск с внутренним радиусом r = r0 и внешним радиусом
r = R , который вращается с угловой скоростью ω(t) . Считаем, что реализуется
плоское напряженное состояние, в случае осевой симметрии отличными от нуля
остаются компоненты напряжений σrr , σϕϕ и σrϕ .
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Для диска со свободными внешней и внутренней поверхностью граничные усло-
вия запишутся в виде

σrr|r=r0 = σrr|r=R = 0, σrϕ|r=R = 0, (5)

для диска с жестким включением

ur|r=r0 = 0, σrr|r=R = 0, σrϕ|r=R = 0. (6)

Считаем, что в начальный момент времени напряжения и деформации в мате-
риале отсутствуют.

Отличными от нуля компонентами полных деформаций остаются следующие:

drr = err + prr =
∂ur

∂r
, drϕ = erϕ + prϕ =

1
2

(
∂uϕ

∂r
− uϕ

r

)
,

dϕϕ = eϕϕ + pϕϕ =
ur

r
.

Напряжения связаны с обратимыми деформациями законом Гука (1), тогда
компоненты тензора скоростей обратимых деформаций определяются по форму-
лам

εe
rr =

2(λ + µ)σ̇rr − λσ̇ϕϕ

2µ(3λ + 2µ)
, εe

ϕϕ =
2(λ + µ)σ̇ϕϕ − λσ̇rr

2µ(3λ + 2µ)
, εe

rϕ =
σ̇rϕ

2µ
.

Здесь и далее точкой обозначается производная по времени.
До начала пластического течения для определения скоростей необратимых де-

формаций воспользуемся законом ползучести (2)

εν
rr =

1
2

Bn (2σrr − σϕϕ)Qn/2−1, εν
ϕϕ =

1
2

Bn (2σϕϕ − σrr)Qn/2−1,

εν
zz = −(εν

rr + εν
ϕϕ), εν

rϕ =
3
2

BnσrϕQn/2−1,

Q = σ2
rr + σ2

ϕϕ − σrrσϕϕ + 3σ2
rϕ.

При вращении диска с изменяющейся скоростью на каждую точку диска поми-
мо центростремительного ускорения rω2 будет действовать вращательное ускоре-

ние r
dω

dt
. Тогда на диск будут действовать две системы инерционных сил, связан-

ные с наличием центростремительного и вращательного ускорений. Следовательно,
уравнения равновесия в рассматриваемом случае запишутся в виде

∂σrr

∂r
+

σrr − σϕϕ

r
= −ρrω2,

∂σrϕ

∂r
+ 2

σrϕ

r
= ρr

dω

dt
. (7)

Интегрируя (7) и используя соотношения для скоростей деформаций

r
∂εe

ϕϕ

∂r
+ r

∂εp
ϕϕ

∂r
+ εe

ϕϕ + εp
ϕϕ − εe

rr − εp
rr = 0,

найдем

σrr =
ϕ

r
, σϕϕ =

∂ϕ

∂r
+ ρω2r2, σrϕ =

ρ

4
dω

dt

(
r2 − R4

r2

)
,

где ϕ(r, t) – функция напряжений.
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Для определения функции напряжений ϕ(r, t) получим дифференциальное
уравнение

r3(7λ + 6µ)ρω2 + 2(λ + µ)
(

r

(
∂2ϕ

∂r∂t
+ r

∂3ϕ

∂2r∂t

)
− ∂ϕ

∂t

)

2rµ(3λ + 2µ)
+

BnQn/2−1

2
×

×
(

7r2ρω2 − 2ϕ

r
+ 2

(
∂ϕ

∂r
+ r

∂2ϕ

∂r2

))
+r

Bn

2

[
2

(
r2ρω2 +

∂ϕ

∂r

)
− ϕ

r

]
∂

∂r

(
Qn/2−1

)
,

Q(ϕ(r, t), r, t) =
ϕ2

r2
− ϕ

r

(
r2ρω2 +

∂ϕ

∂r

)
+

(
r2ρω2 +

∂ϕ

∂r

)2

+ 3
(

ρ

4
∂ω

∂t

(
r2 − R2

r2

))2

.

Данное уравнение может быть проинтегрировано численно с использованием
конечно-разностной схемы при следующих граничных и начальных условиях:

для диска со свободными внешней и внутренней поверхностью

ϕ(r, 0) = 0, ϕ(r0, t) = 0, ϕ(R, t) = 0; (8)

для диска с жестким включением

ϕ(r, 0) = 0, ϕ(R, t) = 0,

2(λ + µ)
(

∂2ϕ

∂r∂t

∣∣∣
r=r0

+ 2ρr2
0ω(t)ω′(t)

)
− λ

r0

∂ϕ

∂t

∣∣∣
r=r0

+

+ µ(3λ + 2µ)Bn

(
2

(
r2
0ρω2 +

∂ϕ

∂r

∣∣∣
r=r0

)
− ϕ(r0)

r0

) [
Q(ϕ(r0, t), r0, t)

]n/2−1

= 0.

По найденной функции ϕ(r, t) находятся напряжения, обратимые и необрати-
мые деформации. Компонента перемещений ur находится из известных деформа-
ций: ur = r(err + prr) . Для определения компоненты перемещений uϕ получим
дифференциальное уравнение

∂uϕ

∂r
− uϕ

r
= 2(erϕ + prϕ), erϕ =

ρ

8µ

dω

dt

(
r2 − R4

r2

)
, prϕ =

t∫

0

εp
rϕ dt,

uϕ

∣∣∣
r=r0

= r0 sin θ(t), θ(t) =

t∫

0

ω(t) dt.

При расчетах изменение угловой скорости задавалось в виде: в промежутке
времени 0 ≤ t ≤ t3 возрастает, затем при t3 ≤ t ≤ t4 поддерживается постоянной
и далее уменьшается до нуля t4 ≤ t ≤ t7 .

Расчеты проводились в безразмерных переменных

r̃ =
r

R
, τ = t

√
α, σ̃ij =

σij

µ
, ũi =

ui

R

при значении постоянных: λ = 79.61 ГПа, µ = 119.42 ГПа, B = 3.5·10−25 c−1Паn−1,
n = 3, ρ = 8000 кг · м−3, r0/R = 0.2, α = 400 c−2, β = 200 c−2.

На рис. 1 показано распределение напряжений в зависимости от радиуса в раз-
личные моменты времени, результаты приведены для кусочно-линейного закона
изменения углового ускорения. Различие в распределении Σ при разных режимах
разгона диска видно на рис. 2, при более резком разгоне Σ может существенно
увеличиваться даже при одинаковых итоговых конечных скоростях.
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Рис. 1. Распределение напряжений в зависимости от радиуса

Рис. 2. Распределения Σ при различных режимах разгона диска

Рис. 3. Изменение напряжений с течением времени
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Рис. 4. Распределение перемещений в зависимости от радиуса

3. Вязкопластическое течение

Далее рассмотрим вязкопластическое течение материала. Вязкость на стадии
пластического течения учитывается с помощью соответствующего обобщения усло-
вия пластичности (4). Тогда компоненты скоростей пластических деформаций на-
ходятся по формулам

εp
rr =

1
3η

(2σrr − σϕϕ)
(

1− k√
Q

)
, εp

ϕϕ =
1
3η

(2σϕϕ − σrr)
(

1− k√
Q

)
,

εp
zz = − 1

3η
(σrr + σϕϕ)

(
1− k√

Q

)
, εp

rϕ =
σrϕ

η

(
1− k√

Q

)
.

Для определения параметров напряженно-деформированного состояния полу-
чим систему уравнений

r
∂εe

ϕϕ

∂r
+ r

∂εp
ϕϕ

∂r
+ εe

ϕϕ + εp
ϕϕ − εe

rr − εp
rr = 0,

ϕe = − 7λ + 6µ

16(λ + µ)
ρω2

(
r3 − R4

r

)
+

(
r1ϕ

p
∣∣
r=r1

r2
1 −R2

+
7λ + 6µ

16(λ + µ)
ρω2

(
r2
1 + R2

)
)(

r − R2

r

)
,

ϕp
∣∣
r=r1

2

r2
1

−
ϕp

∣∣
r=r1

r1

(
r2
1ρω2 +

∂ϕp

∂r

∣∣∣
r=r1

)
+

+
(

r2
1ρω2 +

∂ϕp

∂r

∣∣∣
r=r1

)2

+ 3
(

ρ

4
∂ω

∂t

(
r2
1 −

R2

r2
1

))2

= k2,

которая может быть решена с использованием конечно-разностной схемы. Для чис-
ленной реализации вводятся две изменяющиеся во времени сетки по переменной r :
в упругой r = mi+1 +he

i+1j, j = 0, 1, . . . , Ne − 1, he
i+1 = (1−mi+1)/Ne и пластиче-

ской области r = r0 + hp
i+1j, j = 1, 2, . . . , Np, hp

i+1 = [(mi+1)− r0]/Np . На каждом
временном шаге t = t0 + dt(i + 1), i = 0, 1, . . . , N сетка меняется из-за измене-
ния упругопластической границы. Значения функции напряжений для новой сет-
ки на предыдущем временном шаге находятся интерполяцией. Далее вычисляются
остальные параметры напряженно-деформированного состояния. Развитие обла-
сти вязкопластического течения отличается от случая идеальной пластичности
(область пластического течения перестает изменяться сразу, как только скорость
вращения становится постоянной) (рис. 5), при постоянной скорости вращения об-
ласть вязкопластического течения продолжает увеличиваться и затем выходит на
асимптоту. При уменьшении скорости вращения область деформирования разби-
вается на три части: область вязкопластического течения r0 ≤ r ≤ r2 , область
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Рис. 5. Граница областей пластического течения (– – –) и вязкопластического течения
(- - - и —)

r2 ≤ r ≤ r1 , где пластические деформации перестают изменяться, и область об-
ратимого деформирования r1 ≤ r ≤ R . Граница r2(t) движется от r = r1(t5)
в сторону r = r0 , и через некоторое время пластические деформации переста-
ют изменяться везде. Здесь и далее значения постоянных принимались равными:
k/µ = 0.00586 ,

√
αη/µ = 3.35 .

Если учитывать вязкость как на стадии, предшествующей пластическому те-
чению, так и на этой стадии, для определения функции напряжений получается
аналогичная система уравнений, где скорости необратимых деформаций складыва-
ются из скоростей деформаций ползучести и скоростей пластических деформаций

r
∂εe

ϕϕ

∂r
+ r

∂(εp
ϕϕ + εν

ϕϕ)
∂r

+ εe
ϕϕ + εp

ϕϕ + εν
ϕϕ − εe

rr − εp
rr − εν

rr = 0,

r
∂εe1

ϕϕ

∂r
+ r

∂(εν1
ϕϕ)

∂r
+ εe1

ϕϕ + εν1
ϕϕ − εe1

rr − εν1
rr = 0,

ϕp
∣∣
r=r1

2

r2
1

−
ϕp

∣∣
r=r1

r1

(
r2
1ρω2 +

∂ϕp

∂r

∣∣∣
r=r1

)
+

+
(

r2
1ρω2 +

∂ϕp

∂r

∣∣∣
r=r1

)2

+ 3
(

ρ

4
∂ω

∂t

(
r2
1 −

R2

r2
1

))2

= k2.

Численное решение получено аналогичным образом, что и выше, с использова-
нием непрерывности напряжений на упругопластической границе. При постоянной
скорости вращения диска область вязкопластического течения уменьшается, затем
выходит на асимптоту (рис. 5). С уменьшением скорости вращения диска область
вязкопластического течения уменьшается, и в момент времени t = t′5 пластиче-
ские деформации перестают изменяться во всем диске. Распределения напряжений
по радиусу в различные моменты времени показаны на рис. 6.

4. Осесимметричная задача

В большинстве случаев при расчете вращающихся дисков полагают, что реа-
лизуется плоское напряженное состояние. При исследовании утолщенных враща-
ющихся дисков уже нельзя использовать эту гипотезу, для более точного расчета
необходимо решить пространственную задачу. Здесь рассмотрим осесимметричное
нагружение диска. Для решения осесимметричной задачи будем использовать ме-
тод конечных элементов. Для этого запишем вариационную формулировку задачи.
Пусть 0V – объем, занимаемый телом, в начальный момент времени t = 0 , 0S –
поверхность, ограничивающая этот объем, на части поверхности тела 0Su заданы
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Рис. 6. Распределение напряжений в зависимости от радиуса

перемещения, на 0St – поверхностные силы. Принцип возможных перемещений
запишем в виде

∫

0V

σ : δd d 0V =
∫

V

ρf · δu d 0V +
∫

0ST

T · δu d 0S (δu = 0 на 0Su), (9)

где σ , d – тензоры напряжений и полных деформаций, f – вектор массовых сил
(в рассматриваемом случае силы инерции, связанные с наличием центростреми-
тельного и вращательного ускорений), T – вектор поверхностных сил.

Рассмотрим два близких момента времени t и t + ∆t , шаг по времени ∆t вы-
берем достаточно малым. Предполагаем, что в момент времени t все величины
известны, и необходимо их определить в следующий момент времени t+∆t . Тогда
линеаризованное уравнение принципа возможных перемещений, записанное в при-
ращениях

∫

0V

∆σ : δd d 0V =
∫

0V

ρ t+∆tf · δu d 0V +
∫

0ST

t+∆tT · δu d 0S −
∫

0V

tσ : δd d 0V . (10)

Кинематические зависимости, записанные относительно приращений, имеют
вид

∆drr =
∂∆ur

∂r
, ∆dϕϕ =

∆ur

r
, ∆dzz =

∂∆uz

∂r
,

∆drϕ =
1
2

(
∂∆uϕ

∂r
− ∆uϕ

r

)
, ∆drz =

1
2

(
∂∆uz

∂r
+

∂∆ur

∂z

)
, ∆dzϕ =

1
2

(
∂∆uϕ

∂z

)
,

∆d = t+∆td− td, ∆u = t+∆tu− tu.

Приращения напряжений связаны с приращением обратимых деформаций законом
Гука (1)

∆σij = λ∆ekkδij + 2µ∆eij , ∆e = ∆d−∆p.

Приращения необратимых деформаций (∆p = ∆pν + ∆p p ) складываются
из приращений деформаций ползучести

∆pν
rr =

1
2

Bn
(
2 tσrr − (tσϕϕ + tσzz)

)
Qn/2−1,

∆pν
ϕϕ =

1
2

Bn
(
2 tσϕϕ − (tσrr + tσzz)

)
Qn/2−1,

∆pν
rϕ =

3
2

Bn tσrϕQn/2−1, ∆pν
rz =

3
2

Bn tσrzQ
n/2−1, ∆pν

zϕ =
3
2

Bn tσzϕQn/2−1,

∆pν
zz = −(∆pν

rr + ∆pν
ϕϕ), Q = Q(tσ)
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Рис. 7. Распределение интенсивностей напряжений Σ/µ зависимости от радиуса

и приращений пластических деформаций

∆pp
rr =

1
3η

(
2 tσrr − (tσϕϕ + tσzz)

)(
1− k√

Q

)
,

∆pp
ϕϕ =

1
3η

(
2 tσϕϕ − (tσrr + tσzz)

) (
1− k√

Q

)
,

∆pp
rϕ =

tσrϕ

η

(
1− k√

Q

)
, ∆pp

zϕ =
tσrz

η

(
1− k√

Q

)
, ∆pp

zϕ =
tσrϕ

η

(
1− k√

Q

)
,

∆pp
zz = −(∆pp

rr + ∆pp
ϕϕ), Q = Q(tσ).

Для областей, где напряженное состояние меньше предела текучести, имеем ∆pp =
= 0 .

Для свободного диска с переменной толщиной h(r) граничные условия запи-
шутся в виде

σrr(r = r0, z) = σrr(r = R, z) = 0, σrϕ(r = R, z) = 0 σzz(r,±h) = 0, (11)

для диска с жестким включением

ur(r = r0, z) = 0, σrr(r = R, z) = 0, σrϕ(r = R, z) = 0 σzz(r,±h) = 0. (12)
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Рис. 8. Распределение интенсивностей напряжений Σ/µ зависимости от радиуса

Численная реализация метода конечных элементов проведена с помощью па-
кета FreeFem++. После нахождения приращений перемещений ∆u находятся пе-
ремещения t+∆tu , деформации t+∆td и напряжения t+∆tσ . На рис. 7 показаны
распределения интенсивностей напряжений в зависимости от радиуса в различ-
ные моменты времени для диска постоянной толщины и диска параболического
профиля (масса дисков одинаковая) в случае вязкоупругого деформирования, на
рис. 8 – в случае вязкопластического течения. Распределение напряжений, а также
радиус упругопластической границы существенно меняются в достаточно толстом
диске.

Заключение

В настоящей работе получены решения краевых задач о деформировании диска,
вращающегося с ускорением, в условиях ползучести и вязкопластического течения
как в предположении плоского напряженного состояния, так и в случае трехмерной
осесимметричной задачи. Показано, что учет сил инерции, связанных с наличием
углового ускорения, приводит к значительному изменению в распределении интен-
сивностей напряжений и для плоского напряженного состояния, и для осесиммет-
ричной задачи. При этом наличие отличного от нуля касательного напряжения
σrϕ не сказывается существенным образом на распределении нормальных напря-
жений. Учет вязких свойств материала как в упругой области, так и в области
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пластического течения приводит к замедлению течения. Решение осесимметрич-
ной задачи показало, что распределение напряжений в достаточно толстом диске
может существенно изменяться по толщине диска.
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Abstract

This paper is devoted to the study of deformation of a disk rotating with variable velocity
(acceleration, deceleration, rotation at a constant rate) under consecutive accumulation of
irreversible creep and plastic flow strains. The deformation processes of a hollow disk and
a disk with an inclusion are studied. Under the assumption of a plane stress state within
the framework of the flow theory, solutions of differential equations are obtained for calculating
the fields of stresses, deformations, displacements, and velocities using finite difference schemes.
In the case of an axisymmetric problem, the solution is obtained using the finite element
method. The laws of viscoplastic flow area development are investigated. In a sufficiently
thick disk, the radius of the elastoplastic boundary changes significantly along the thickness
of the disk. The obtained solution is compared with the case of ideal elastoplasticity. Taking
into account the viscosity leads to a deceleration of the flow. It is shown that the presence
of angular acceleration during fast overclocking significantly affects the distribution of stress
intensities.

Keywords: elasticity, creep, rotating disk, viscoplastic flow
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Figure Captions

Fig. 1. Stress distribution depending on the radius.

Fig. 2. Distributions of Σ at different modes of disk acceleration.

Fig. 3. Stress change over time.

Fig. 4. Distribution of displacements depending on the radius.

Fig. 5. The boundary between the areas of plastic flow (– – –) and viscoplastic flow (- - -
and —).

Fig. 6. Stress distribution depending on the radius.

Fig. 7. Distribution of stress intensities Σ/µ depending on the radius.

Fig. 8. Distribution of stress intensities Σ/µ depending on the radius.
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