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В работе рассматривается последовательность решений одномерных задач о необра-
тимом деформировании функционально-градиентного материала в условиях нерав-
номерного теплового расширения. Получены численные решения задач о нагреве
упругопластической сферы, константы материала которой являются линейными
функциями радиуса, и точные решения, в которых константы материала аппрокси-
мированы кусочно-постоянными функциями. Показано, что деформирование
функционально-градиентного упругопластического материала, в котором констан-
ты материала заданы кусочно-постоянными распределениями, может быть каче-
ственно описано численными решениями, в которых константы материала являют-
ся непрерывными аппроксимациями соответствующих кусочно-постоянных функ-
ций. Полученные численные и аналитические решения краевых задач графически
анализируются.
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Введение. В современной технологической практике все больше используются ма-
териалы с необнородно распределенными механическими характеристиками [1–4].
К таким материалам, в частности, относятся и функционально-градиентные материа-
лы. Функционально-градиентные материалы являются, прежде всего, сплавами, со-
стоящие из твёрдых гранул и микронеоднородностей (карбидов, нитридов и боридов
переходных металлов (карбид вольфрама, карбид титана, карбонитрид титана, дибо-
рид титана и др.). Такие неоднородности образуют прочный сплошной каркас. Метал-
лической связкой при этом выступают добавки кобальта, никеля, титана, алюминия).
Ее содержание непрерывно изменяется в объёме материала, что легко задается пара-
метрами процессов аддитивного производства (прежде всего ). В результате функцио-
нально-градиентные материалы обладают высокой твёрдостью и большой ударной
вязкостью. Благодаря этому функционально-градиентные материалы используются
при производстве военной техники, авиации, в горнодобывающей промышленности
и медицине.
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Конструкции, собранные из функционально-градиентных материалов и сплавов,
эксплуатируются в широком диапазоне температур. Поэтому одной из основных акту-
альных задач при расчете напряженно-деформированного состояния и остаточных
напряжений в таких изделиях и конструкциях является учет теплового расширения
материала. В условиях температурного воздействия различные коэффициенты тепло-
вого расширения в многослойной структуре являются причиной возникновения гра-
диентов температурных напряжений и деформаций даже в условиях равномерного на-
грева изделия. Высокие уровни напряжений способны приводить к возникновению
областей необратимого деформирования и разрушения.

Теоретические исследования напряженно-деформированного состояния упруго-
пластического материала, подверженного интенсивному тепловому воздействию,
представлены в точных решениях ряда задач в рамках теории температурных напря-
жений [5] и теории пластического течения [6]. В работах [7–9] получены численно-
аналитические одномерные решения для напряженно-деформированного состояния
материала в упругопластическом шаре при учете температурной зависимости предела
текучести. Формирование температурных напряжений при пластическом течении и
разгрузке в условиях осесимметричного распределения температуры исследованы в
работах [10–13]. В [14, 15] проведено сравнение решений для температурных напряже-
ний в упругопластическом цилиндре, полученных для трех различных условий пла-
стичности. В работе [16] показана возможность получения аналитических решений
для напряженно-деформированного состояния упругопластического материала в
условиях тороидальной симметрии. В работах [17, 18] получены точные решения задач
об определении остаточных напряжений в двухслойном упругопластическом материа-
ле сферической и цилиндрической формы при различных уровнях теплового расши-
рения в каждом слое.

В настоящем исследовании рассматриваются численные и аналитические решения
задач термоупругопластичности в многослойном материале сферической формы с
различными механическими параметрами материала для каждого слоя. Предложен
новый подход к определению напряженно-деформированного состояния функцио-
нально-градиентного упругопластического материала с использованием линейных
аппроксимаций параметров материала. Ход получения аналитических решений крае-
вых задач теории термоупругопластичности аналогичен методике описанной
Д.Д. Ивлевым в [6] для упругопластических задач.

1. Основные соотношения. Дальнейшие рассмотрения проводятся в рамках класси-
ческой модели малых упругопластических деформаций типа Прандтля–Рейса [5], в
которой тензор полных деформаций εij состоит из термоупругой (обратимой) eij и пла-
стической (необратимой) pij частей:

(1.1)

где ui – компоненты вектора перемещений в декартовой системе координат,  – опе-
ратор частного дифференцирования по соответствующей пространственной коорди-
нате.

Связь между компонентами тензора температурных напряжений и термоупругих
деформаций определяется законом Дюамеля–Неймана:

(1.2)

где μ и λ, параметры Ламе, α – коэффициент линейного теплового расширения,
Δ =  – разность текущей и начальной температуры.
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В рамках модели упругопластических деформаций возможен процесс необратимого
деформирования, начало которого связано с выполнением в некоторых областях
условия пластичности

(1.3)

Согласно принципу максимума диссипации энергии Мизеса поверхность, опреде-
ляемая неявной зависимостью (1.3) оказывается пластическим потенциалом, из чего
следуют соотношения ассоциированного закона пластического течения:

(1.4)

В условиях медленного изменения температуры в сферическом слое справедливо
уравнение равновесия, которое при отсутствии массовых сил можно принять в виде

(1.5)

Система уравнений (1.1)–(1.5) с учетом краевых условий и уравнения теплопровод-
ности полностью описывает напряженно-деформированное состояние термоупруго-
пластического материала.

2. Постановка и решение задачи о деформировании многослойной конструкции в усло-
виях сферической симметрии. С целью получения наиболее простых аналитических за-
висимостей постановка задачи реализована в одномерном варианте. Исследуется ком-
позитный сферический слой, в котором напряженно-деформированное состояние в
каждой точке материала зависит только от радиальной координаты и степени равно-
мерного нагрева. Функционально-градиентный материал сферической формы пред-
ставляет из себя многослойную структуру, состоящую из  слоев заданной толщины, в
каждом из которых параметры материала являются постоянными, а их значения ме-
няются при переходе от слоя к слою. Запишем основные соотношения теории (1.1)–
(1.5) для слоя под номером  ( ) в условиях сферической симметрии:

(2.1)

Проинтегрировав систему уравнений (2.1), получим общие решения в условиях
термоупругого равновесия

(2.2)

Здесь ,  – неизвестные константы интегрирования, определяемые из гранич-
ных условий задачи.

Размер слоя  определяется внутренним и внешним радиусами . Та-
ким образом, нумерация слоев происходит в направлении увеличения радиальной ко-
ординаты. Для нахождения констант интегрирования в (2.2) зададим граничные усло-
вия задачи. В многослойном материале условия непрерывности радиальных переме-
щений и напряжений на контактных поверхностях можно принять в форме:

(2.3)
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На внутренней поверхности R0 первого слоя и на внешней поверхности Rn послед-
него слоя заданы условия свободного теплового расширения

(2.4)

Предполагается, что многослойный материал подвержен равномерному увеличе-
нию температуры. В условиях свободного теплового расширения единственной при-
чиной возникновения температурных напряжений является различный уровень теп-
лового расширения разных слоев, вызванный различными значениями коэффициен-
тов линейного теплового расширения . На распределение температурных
напряжений при различном тепловом расширении так же оказывает влияние распре-
деление значений параметров Ламе и размеры каждого слоя. Далее в расчетах будет
использоваться трехслойный материал с одинаковой толщиной для каждого слоя, а
распределения констант материала будут являться кусочно-постоянными функциями
радиуса с одинаковой разницей между значениями при последовательном переходе от
слоя к слою. Очевидно, что в термоупругом случае решения при кусочно-постоянных
распределениях констант материала могут быть элементарным образом аппроксими-
рованы решениями, в которых константы материала являются некоторыми непре-
рывными распределениями. Гораздо больший интерес представляет случай нелиней-
ного поведения функционально-градиентного материала. В частности, различное
тепловое расширение слоев может приводить к таким уровням температурных напря-
жений, при которых может наблюдаться процесс пластического течения на контакт-
ных поверхностях. Как отмечалось ранее, начало пластического течения определяется
при помощи условия пластичности (1.3), которое в случае сферической симметрии
имеет вид

(2.5)

где  – предел текучести материала при чистом сдвиге.
Из ассоциированного закона пластического течения при условии (2.5) следуют со-

отношения пластической несжимаемости материала:

(2.6)

Проинтегрировав уравнения равновесия (2.1) с учетом соотношений (2.5)–(2.6),
получим решения для напряжений и перемещений в областях необратимого дефор-
мирования , где  – упругопластическая граница:

(2.7)

Для определения констант ,  и констант из (2.2) необходимо к граничным
условиям (2.4) и условиям на контактных поверхностях (2.3) добавить условия не-
прерывности радиальных напряжений и перемещений на упругопластических гра-
ницах :

(2.8)

где m – количество слоев, в которых происходит процесс необратимого деформирова-
ния, минус сверху символа определяет значение слева от упругопластической грани-
цы, а плюс сверху – значение справа. Положения упругопластических границ  нахо-
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дятся при помощи численного решения системы уравнений, задающих на них непре-
рывность окружных напряжений:

(2.9)

Таким образом, для определения констант интегрирования , , ,  в n-слой-
ном материале с m зонами пластического течения необходимо сначала решить систе-
му из  уравнений (2.3), (2.4), (2.8), после чего используя найденные выраже-
ния, решить систему из m уравнений (2.9) для определения положения упругопласти-
ческих границ .

3. Непрерывные распределения констант материала и численное решении задачи. Рас-
чет напряженно-деформированного состояния многослойного материала является
непростой задачей с точки зрения численной реализации. Известно, что решения
упругопластических задач, в которых имеют место контактные граничные условия,
для своей сходимости требуют значительных вычислительных ресурсов. Стандартный
алгоритм Шварца при учете пластических свойств материала может приводить к вы-
соким погрешностям и как следствие к неверным решениям для напряжений в обла-
сти контакта. Чаще всего для упрощения процедуры вычисления прибегают к способу
описания функционально-градиентного материала, который заключается в представ-
лении многослойной структуры в виде одного сплошного слоя, в котором задано дис-
кретное распределение констант материала, соответствующее различному материалу
заданной толщины. При исследовании в рамках линейных моделей, в частности в
условиях термоупругого деформирования, данный подход позволяет получить реше-
ния, не усложняя процедуру расчета и не приводя к значительным погрешностям в
вычислениях. Однако в случае учета нелинейных эффектов, таких как пластическое
течение в окрестности точек разрыва распределений констант материала, данный
подход приводит к вычислительным трудностям, связанным с корректировкой реше-
ний при развитии нескольких зон необратимого деформирования на контактных по-
верхностях. Далее представлен подход к расчету полей температурных напряжений,
заключающийся в представлении ступенчатых распределений констант материала в
сплошном слое при помощи кусочно-линейных аппроксимаций.

Возникает вопрос, каким образом аппроксимировать распределения параметров
Ламе и коэффициента линейного расширения, чтобы получить решения для темпера-
турных напряжений, описывающих напряженно-деформированное состояние функ-
ционально-градиентного материала (наименее отличающихся от точных решений).

Рассмотрим трехслойный материал сферической формы ( ). Пусть в каждом
слое константы материала могут иметь различные значения. Для удобства предполо-
жим, что каждый слой имеет одинаковую толщину, а каждая константа материала мо-
жет изменяться на одинаковое значение при последовательном переходе от слоя к
слою. В качестве референциальных значений констант материала используются сле-
дующие:

(3.1)

С целью проанализировать два максимально отличающихся друг от друга напря-
женно-деформированных состояния материала примем для констант материала в i-м
слое два различных способа задания их значений в зависимости от номера слоя. Пер-
вый способ определяет увеличение констант материала при увеличении номера слоя:

(3.2)
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Второй способ определяет уменьшение значений констант материала при увеличе-
нии номера слоя:

(3.3)

При построении непрерывных функций для констант материала используется линей-
ная аппроксимация, проходящая через значения констант (3.2), (3.3), принадлежащих
свободным поверхностям сферического слоя R0, Rn. В качестве примера запишем ли-
нейную аппроксимацию коэффициента линейного теплового расширения.

(3.4)

Здесь и далее индексом q над соответствующей функцией обозначен способ ап-
проксимации параметров материала, который используется при вычислении данной
функции. wq – отклонение значений аппроксимаций констант материала от соответ-
ствующих им дискретных аналогов (3.2), (3.3), заданных на свободных поверхностях
сферического слоя. Значения wq и способы задания констант (3.2), (3.3) определяют
различия в аппроксимациях (3.4). Для констант материала (3.2) параметры в формуле
(3.4) запишем в форме

(3.5)

Для констант материала (3.3) параметры в формуле (3.4) примут вид:

(3.6)

4. Расчеты. В настоящем разделе представлены результаты расчетов при условии
непрерывного распределения параметров материала и сравнение с результатами рас-
четов, выполненных в рамках подхода со слоистым представлением материала. В ка-
честве критерия наилучшего соответствия численных решений для напряжений точ-
ным решениям выбрано следующее условие:

(4.1)

где  – численные решения, полученные в рамках линейной аппроксимации,  –
определяет номер аппроксимации (3.5)–(3.6). Численное моделирование проведено в
среде Comsol Multiphysics. В таблице 1 приведены значения функционала (4.1) для
различных аппроксимаций констант материала.
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Таблица 1
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Рис. 1

1.5

�rr

k0

1.0

0.5

0

1.5R0 R1 R2 R3 R0 R1 R2 R32.5 3.5

2

0

�2

1.5 2.5 3.5

���
k0(a) (b)
5. Обсуждение результатов. При проведении расчетов в рамках термоупругого рав-
новесия установлено, что наилучшая аппроксимация констант для двух рассмотрен-
ных функционально-градиентных материалов достигается при q = 2 и q = 5 соответ-
ственно. При таком выборе параметров, описывающих непрерывное распределение
констант, достигается наименьшее значение интеграла (4.1). В случае учета нелиней-
ных эффектов, таких как пластическое течение на межслойных поверхностях контак-
та, выбор аппроксимации зависит от закономерностей распределения констант мате-
риала и размеров областей необратимого деформирования. Для материала, описывае-
мого набором констант (1.2), (увеличение значений констант материала в
направлении увеличения радиуса) наилучшей аппроксимацией является q = 2 при
оценке радиального напряжения  и q = 3 для окружного напряжения , (рис. 1).
Для материала, описываемого набором констант (1.3) наилучшей аппроксимацией
констант является q = 6 (рис. 2). Данная аппроксимация позволяет получать мини-
мальную разницу между всеми компонентами тензора напряжений, рассчитываемы-
ми аналитически для многослойного материала и напряжениями, полученными чис-
ленно. Отметим, что увеличение температуры и как следствие увеличение зон необра-
тимого деформирования при наборе констант (1.3) приводит к уменьшению разницы
между двумя рассматриваемыми способами расчета напряжений, а при наборе кон-
стант (1.2) наоборот к ее увеличению. Это связано с тем, что в многослойном материа-
ле пластическое течение в рамках кусочно-постоянных распределений параметров
материала всегда начинается на меньшем радиусе слоя и развивается в направлении
большего радиуса. При этом использование непрерывных распределений констант
материала в одних случаях так же приводит к возникновению течений на внутренней
поверхности сферического слоя, а в других, наоборот, к появлению течения на внеш-
ней поверхности. Данные особенности обуславливают уменьшение или увеличения
разницы между напряжениями по мере развития пластических течений. Простейший
вариант решения задачи для трех слоев позволяет указать наилучшие аппроксимации
констант в зависимости от закономерностей их распределения в многослойном мате-
риале с целью использования таких аппроксимаций для описания функционально-
градиентных материалов и сплавов с большим количеством слоев.

Заключение. В работе рассмотрена последовательность решений одномерных задач
о необратимом деформировании функционально-градиентного материала в условиях
неравномерного теплового расширения. Получены численные решения задач о нагре-

σrr ϕϕσ
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Рис. 2
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ве упругопластической сферы, константы материала которой являются линейными
функциями радиуса, и точные решения, в котором константы материала аппроксими-
рованы ступенчатыми функциями. Показано, что деформирование функционально-
градиентного упругопластического материала, в котором константы материала зада-
ны кусочно-постоянными распределениями, может быть качественно описано чис-
ленными решениями, в которых константы материала являются непрерывными ап-
проксимациями соответствующих ступенчатых функций. Установлено, что среди воз-
можных линейных аппроксимаций констант существуют такие, при которых
достигается минимальная разница между напряженно-деформированным состояни-
ем многослойного материала и сплошного материала с непрерывным изменением его
физических характеристик.
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