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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена задача о распространении тепла в бесконечном пространстве (горном массиве) от

цилиндрической полости, по которой движется поток газа (воздуха). Методом функций Грина в

сочетании с преобразованием Лапласа получено решение этой задачи при произвольном законе изме-

нения температуры воздуха и произвольном начальном условии. Решение может быть использовано

для расчета теплового режима подземных сооружений с формой, близкой к цилиндрической.
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Рассматривается вязкопластическое течение несжимаемого
упруговязкопластического материала между двумя жесткими
коаксиальными цилиндрическими поверхностями, когда на од-
ной из них возможно проскальзывание материала. Решение
строится в рамках модели больших упруговязкопластических
деформаций. Рассмотрены обратимое деформирование, раз-
витие и торможение вязкопластического течения, разгрузка и
деформирование при повороте в обратном направлении. По-
лучены законы движения границ областей вязкопластического
течения.

Ключевые слова: упругость, вязкопластичность, большие де-
формации, остаточные напряжения.

Influence of Slipping on Viscosimetric Flow of a Elastoviscoplas-
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The viscoplastic flow of an incompressible elastoviscoplastic material
between two rigid coaxial cylindrical surfaces is considered when
slipping of a material is possible at one of them. The solution is
constructed using the model of large elastoviscoplastic deformations.
Reversible deformation, development and braking of a viscoplastic
flow, unloading and deformation under rotation in the opposite
direction are considered. Laws of movement of elastic-plastic
boundaries are received.

Key words: elasticity, viscoplasticity, large deformations, residual
stresses.

ВВЕДЕНИЕ

Вискозиметрические и прямолинейные течения неньютоновских материалов в рамках модели Шве-

дова – Бингама рассматривались достаточно подробно [1–7]. Упругие свойства деформируемых мате-

риалов при этом не учитывались. В настоящее время представляет интерес исследование эффектов,
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обусловленных упругими свойствами среды. К последним относятся недопустимые геометрические

изменения продеформированных тел в процессах разгрузки и формирования в них остаточных на-

пряжений. Математическое моделирование подобных эффектов возможно только в рамках теории

больших упругопластических деформаций. Ниже в рамках такой модели приводится решение задачи

о вискозиметрическом течении среды между двумя жесткими цилиндрами, когда на одном из них

возможно проскальзывание.

1. ОСНОВНЫЕ МОДЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Задача решается в рамках модели больших упругопластических деформаций, предложенной в [8]

и обобщенной на случай учета вязких свойств материала на стадии пластического течения [9]. В пря-

моугольной декартовой системе координат кинематика среды определяется зависимостями

dij = eij + pij −
1

2
eikekj − eikpkj − pikekj + eikpksesj ,

Deij

Dt
= εij − εp

ij −
1

2
((εik − εp

ik + zik)ekj + eik(εkj − εp
kj − zkj)),

Dpij

Dt
= εp

ij − pikεp
kj − εp

ikpkj ,
Dnij

Dt
=

dnij

dt
− riknkj + nikrkj , (1)

εij =
1

2
(υi,j + υj,i), υi =

dui

dt
=

∂ui

∂t
+ ui,jυj , ui,j =

∂ui

∂xj

,

rij =
1

2
(υi,j − υj,i) + zij(εsk, esk).

В соотношениях (1) dij — компоненты тензора деформаций Альманси; eij , pij — их обратимые и

необратимые составляющие; ui, υi — компоненты векторов перемещений и скоростей точек среды;

D/Dt — объективная производная тензоров по времени; εp
ij (источник в уравнении переноса для тен-

зора необратимых деформаций) — компоненты тензора скоростей пластических деформаций. Наличие

нелинейной составляющей zij тензора вращений rij , которая выписана полностью в [8, 9], связано с

выполнением требования неизменности тензора пластических деформаций pij в процессах разгрузки.

Материал считаем несжимаемым и тогда, следуя [8, 9], получаем

σij = −pδij +
∂W

∂dik

(δkj − 2dkj) при pij ≡ 0,

σij = −p1δij +
∂W

∂eik

(δkj − ekj) при pij 6= 0,

W = −2µJ1 − µJ2 + bJ2
1 + (b − µ)J1J2 − χJ3

1 + . . . , (2)

Jk =

{

Lk, при pij ≡ 0

Ik, при pij 6= 0
, L1 = dkk, L2 = dikdki,

I1 = ekk − 1

2
eskeks, I2 = estets − eskektets +

1

4
eskektetnens.

В зависимостях (2) σij — компоненты тензора напряжений, p, p1 — добавочные гидростатические

давления, W — упругий потенциал, µ — модуль сдвига, b, χ — постоянные материала.

В качестве пластического потенциала используется функция нагружения Треска [10]:

max |σi − σj | = 2k + 2η max |εp
k|, (3)

где k — предел текучести; η — коэффициент вязкости; σi, ε
p
k — главные значения тензоров напряжений

и скоростей пластических деформаций.

Связь скоростей необратимых деформаций с напряжениями устанавливается ассоциированным

законом пластического течения:

εp
ij = λ

∂f

∂σij

, f(σij , ε
p
ij) = k, λ > 0. (4)
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2. НАЧАЛЬНОЕ УПРУГОЕ РАВНОВЕСИЕ И ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОЕ ТЕЧЕНИЕ

Пусть упруговязкопластический материал заполняет область r0 6 r 6 R между двумя жесткими

цилиндрическими поверхностями. Решение будем искать в цилиндрической системе координат r, ϕ, z.

Вначале рассмотрим случай, когда материал деформируется за счет поворота внутреннего цилиндра

радиусом r = r0, в то время как внешний цилиндр радиусом r = R жестко закреплен, и на его

поверхности выполнено условие прилипания:

ur = uϕ = υϕ = 0 при r = R. (5)

Компоненты вектора перемещений при движении точек среды по окружностям определяются за-

висимостями

ur = r(1 − cos θ(r, t)), uϕ = r sin θ(r, t),

здесь θ(r, t) — центральный угол закручивания.

Отличными от нуля компонентами тензора деформаций Альманси являются следующие:

drr = −1

2
g2, drϕ =

1

2
g, g = r

∂θ

∂r
.

При увеличении угла поворота внутреннего жесткого цилиндра сначала происходит только упру-

гое деформирование. При достижении некоторого значения θ0 = θ(r0, t0) в окрестности внутренней

поверхности начинается пластическое течение. Считаем, что на внутренней жесткой стенке при об-

ратимом деформировании выполняется условие прилипания, а при пластическом течении материала

возможно его проскальзывание:

∣

∣σrϕ

∣

∣

r=r0

6 γ
∣

∣σrr

∣

∣

r=r0

, [ω] = 0 обратимое деформирование,

σrϕ

∣

∣

r=r0

= −γ
∣

∣σrr

∣

∣

r=r0

− ξ[ω], [ω] = ω+ − ω− вязкопластическое течение,
(6)

здесь γ — коэффициент сухого трения, ξ — коэффициент вязкого трения, ω+ — угловая скорость

жесткого цилиндра, ω− — угловая скорость материала в окрестности внутреннего жесткого цилиндра.

Вычислим параметры напряженно-деформированного состояния в момент начала пластического

течения. Из зависимостей (2) для компонент напряжений с точностью до слагаемых второго порядка

малости по деформациям следуют соотношения

σrr = σzz = −(p + 2µ) − 1

2
(b + µ)g2 = −s, σϕϕ = −s + µg2, σrϕ = µg.

Интегрируя уравнения равновесия

∂σrr

∂r
+

σrr − σϕϕ

r
= 0,

∂σrϕ

∂r
+ 2

σrϕ

r
= 0 (7)

и используя граничное условие (5), найдем

θ =
c

2µ

(

1

R2
− 1

r2

)

, σrϕ =
c

r2
, σrr = σzz =

c2

4µ

(

1

r4
0

− 1

r4

)

+ σ0, σϕϕ =
c2

4µ

(

1

r4
0

− 3

r4

)

+ σ0,

где c — неизвестная постоянная интегрирования, σ0 — значение компоненты тензора напряжений σrr

на поверхности r = r0.

Из условия пластичности (3) и условия (6) в момент начала пластического течения найдем

θ0 =
k

2µ

(

1 − r2
0

R2

)

, c = −kr2
0, σ0 =

k

γ
.

Начиная с момента времени t = t0 = 0 в окрестности внутренней поверхности развивается область

вязкопластического течения r1 6 r 6 r1(t), r1(t) — движущаяся граница этой области, отделяющая

ее от зоны упругого деформирования r1(t) 6 r 6 R.
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Согласно зависимостям (1) для компонент вектора скорости и тензора скоростей деформаций

справедливы кинематические соотношения

υϕ = r
∂θ

∂t
, εrϕ =

1

2

(

∂υϕ

∂r
− υϕ

r

)

=
∂drϕ

∂t
=

1

2
r

∂2θ

∂r∂t
, εrϕ = εe

rϕ + εp
rϕ =

∂erϕ

∂t
+

∂prϕ

∂t
,

εp
rr =

∂prr

∂t
+ 2prϕ

(

rϕr + εp
rϕ

)

, εp
ϕϕ =

∂pϕϕ

∂t
+ 2prϕ

(

rrϕ + εp
rϕ

)

, εp
rr = −εp

ϕϕ = −2εp
rϕerϕ.

(8)

Рассчитаем параметры напряженно-деформированного состояния в некоторый момент времени

t = t′1 > t0. Интегрируя уравнения равновесия (квазистатическое приближение) в области упругого

деформирования с использованием (5), найдем

σrϕ =
c1

r2
, υϕ = 0, θ =

c1

2µ

(

1

R2
− 1

r2

)

, c1 = c(t′1). (9)

Из второго соотношения в (2) для компонент напряжений в области пластического течения имеем:

σrr = σzz − (p1 + 2µ) − 1

2
(b + µ)e2

rϕ = −s1(t), σϕϕ = −s1(t) + 4µe2
rϕ, σrϕ = 2µerϕ. (10)

В то же время интегрированием уравнений равновесия можно получить

σrϕ =
m(t′1)

r2
, erϕ =

m(t′1)

2µr2
. (11)

Из условия непрерывности компонент напряжений и соотношений (10) и (11) следует, что

m(t′1) = c1, s(t′1) = s1(t
′

1).

Согласно условию пластичности (3) и ассоциированному закону пластического течения (4) полу-

чаем

σrϕ = −k + ηεp
rϕ, λ = −εp

rϕ/(k − ηεp
rϕ). (12)

Используя (11) и (12), можно вычислить скорость пластической деформации в области r0 6 r 6

6 r1(t)

εp
rϕ =

1

η

( c1

r2
+ k

)

.

С учетом кинематических зависимостей (8) и условий непрерывности перемещений, деформаций

и скоростей на упругопластической границе r = r1 в области необратимого деформирования найдем

θ = tF (c1, r, r1) + A(c1), υϕ = rF (c1, r, r1), c1 = −kr2
1,

F (c1,r, r1) =
2

η

(

k ln
r

r1

+
c1

2

(

1

r2
1

− 1

r2

))

, A(c1) =
c1

2µ

(

1

R2
− 1

r2

)

.

Если скорость поворота жесткого цилиндра изменяется со временем, например по закону ω+ = αt,

то для определения границы вязкопластической области, используя граничное условие (6), получим

уравнение

F (c1, r0, r1) = αt + H(r1), H(r1) =
k

ξ

(

1 − r2
1

r2
0

)

.

На рис. 1 показано развитие области вязкопластического течения при значении постоянных

r0

R
= 0.5,

η
√

α

µ
= 0.01,

ξ
√

α

µ
= 0.05,

k

µ
= 0.00621. (13)

96 Научный отдел



А. С. Устинова. Влияние проскальзывания на вискозиметрическое течение

По найденной функции r1(t) определяются

функция θ(r, t), напряжения, полные и обра-

тимые деформации как в области обратимого

деформирования, так и в области вязкопла-

стического течения. Согласно (1) компоненты

пластических деформаций определяются за-

висимостями

prϕ =
kt

η

(

1 − r2
1

r2

)

, pϕϕ = 2erϕprϕ,

prr = 2drϕ(erϕ − drϕ). Рис. 1. Развитие области вязкопластического течения

3. ТОРМОЖЕНИЕ, РАЗГРУЗКА И ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОЕ ТЕЧЕНИЕ

ПРИ ПОВОРОТЕ ВНУТРЕННЕЙ ПОВЕРХНОСТИ В ОБРАТНОМ НАПРАВЛЕНИИ

Далее рассмотрим процесс торможения, когда начиная с момента времени t1 (r1(t1) < R) угловая

скорость внутреннего цилиндра уменьшается по закону

ω+ = αt1 − β(t − t1). (14)

При уменьшении скорости поворота внутренней жесткой поверхности и неизменном напряжении

σrϕ =
c2

r2
, c2 = −kr2

1 вязкопластическое течение продолжается в области r0 6 r 6 r2(t), в области

r2(t) 6 r 6 r1 пластические деформации перестают изменяться, в области r1 6 r 6 R происходит

обратимое деформирование.

В упругой области по-прежнему справедливы зависимости (9). В области с неизменяющимися

пластическими деформациями, используя условие непрерывности скоростей при r = r1, получим, что

угловая скорость ω = 0 во всей этой области. В области вязкопластического течения r0 6 r 6 r2(t)

из равенства скоростей на поверхности r = r2 найдем ω = F (c2, r, r2).

Используя граничные условия (6) и (14) для определения границы r2, получим уравнение

αt1 − β(t − t1) + H(r1) = F (c2, r0, r2).

Компонента prϕ пластических деформаций в области r2(t) 6 r 6 r1 с накопленными неизменяю-

щимися пластическими деформациями находится по формуле

prϕ =
k

η

(

1 − r2
1

r2

)

[

(

α

β
+ 1

)

t1 +
H(r1)

β
− 1

β
F (c2, r0, r)

]

.

Используя соотношение drϕ = erϕ + prϕ и условие непрерывности перемещений при r = r2,

определим функцию θ в области r2(t) 6 r 6 r1

θ =

[

t1

(

α

β
+ 1

)

+
H(r1)

β

]

F (c2, r, r1) +
1

2β

[

F 2(c2, r0, r) − F 2(c2, r0, r1)
]

+ A(c2).

В области вязкопластического течения r0 6 r 6 r2(t) получим

θ =

[

t1

(

α

β
+ 1

)

+
H(r1)

β

]

F (c2, r2, r1) +
1

2β

[

F 2(c2, r0, r2) − F 2(c2, r0, r1)
]

+ F (c2, r, r2) + A(c2).
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Рис. 2. Изменение границы области вязкопластического

течения в процессе торможения

Полученное решение справедливо до мо-

мента времени t = t2, в который граница r2

совпадает с поверхностью r = r0. На рис. 2

показано изменение границы r2 с течением

времени.

Далее в материале будет происходить

разгрузка, при которой напряжение σrϕ бу-

дет уменьшать по абсолютной величине.

Функция θ в этом случае определяется сле-

дующими зависимостями:

– в упругой области:

θ = A(c3), c3 = −r2
0

(

k + ξ(αt1 − β(t − t1))
)

,

– в пластической области:

θ =

[

t1

(

α

β
+ 1

)

+
H(r1)

β

]

F (c2, r, r1) +
1

2β

[

F 2(c2, r0, r) − F 2(c2, r0, r1)
]

+ A(c3). (15)

В момент времени t = t3 скорость поворота внутреннего жесткого цилиндра станет равной нулю

(σrϕ

∣

∣

r=r0

= −k). Рассмотрим, как будет изменяться напряженно-деформированное состояние, если с

момента времени t = t3 поворачивать цилиндр в обратную сторону. До достижения углом поворота

значения θ(r0, t4) = θ4 в материале будет происходить только обратимое деформирование, а на жест-

кой стенке будет выполняться условие прилипания (первое соотношение (6)). В конечный момент

разгрузки t = t∗ (σrϕ = 0) для функции θ найдем

– в упругой области: θ = 0,

– в пластической области: θ =

[

t1

(

α

β
+ 1

)

+
H(r1)

β

]

F (c2, r, r1) +
1

2β

[

F 2(c2, r0, r) − F 2(c2, r0, r1)

]

.

Начиная с момента времени t = t∗ напряжение σrϕ возрастает, до тех пор пока в окрестности

внутренней поверхности r = r0 напряженное состояние не выйдет на поверхность нагружения

σrϕ

∣

∣

r=r0

= k, (16)

и не начнет развиваться новая область пластического течения. Начальный параметр для пластиче-

ского течения равен

θ4 =

[

t1

(

α

β
+ 1

)

+
H(r1)

β

]

F (c2, r0, r1) −
1

2β
F 2(c2, r0, r1) + A(с4), с4 = kr2

0.

После того как на поверхности r = r0 выполнится условие пластичности (16) (t = t4), начнет

свое развитие область вязкопластического течения r0 6 r 6 r3(t). В области r1 6 r 6 R, как и

выше, справедливы зависимости (9), в которых c1 следует заменить новым значением c5, в области

с накопленными необратимыми деформациями r3(t) 6 r 6 r1 функция θ(r, t) находится по формуле

(15), где c3 заменено текущим значением c5. В области пластического течения r0 6 r 6 r3(t) найдем

prϕ =
t

η

( c5

r2
− k

)

+
k

η

(

1 − r2
1

r2

)

[

(

α

β
+ 1

)

t1 +
H(r1)

β
− 1

β
F (c2, r0, r)

]

, c5 = kr2
3,

θ =
1

2β

[

F 2(c2, r0, r) − F 2(c2, r0, r1)
]

+

[

t1

(

α

β
+ 1

)

+
H(r1)

β

]

F (c2, r, r1) + tF1(c5, r3, r) + A(c5), (17)

F1(c5, r3, r) =
2

η

(

k ln
r3

r
− c5

2

(

1

r2
− 1

r3
2

))

, ω = F1(c5, r3, r).
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Рассмотрим напряженно-деформируемое состояние, начиная с момента времени t = t5, в который

движущаяся граница r3(t) достигнет поверхности r = r1, первоначально ограничивающей пластиче-

скую область. При этом в материале будут три области: упругая область r3(t) 6 r 6 R и области

вязкопластического течения r0 6 r 6 r1 и r1 6 r 6 r3(t), в которых пластические деформации

вычисляются по-разному. В области обратимого деформирования функция θ(r, t) определяется зави-

симостями (9), где c1 заменено значением с5.

В области вязкопластического течения r1 6 r 6 r3(t), используя условие непрерывности переме-

щений, найдем

prϕ =
t − t5

η

( c5

r2
− k

)

, θ = (t − t5)F1(c5, r3, r) + A(c5), ω = F1(c5, r3, r).

В области r0 6 r 6 r1 компонента prϕ пластических деформаций находится по формуле (17), а для

угла поворота и угловой скорости будут выполняться соотношения

θ =
1

2β

[

F 2(c2, r0, r) − F 2(c2, r0, r1)

]

+

[

t2

(

α

β
+ 1

)

+
H(r1)

β

]

F (c2, r, r1)+

+tF1(c5, r1, r) + (t − t5)F1(c5, r3, r1) + A(c5), ω = F1(c5, r3, r1).

Для определения упругопластической границы r3 в этом случае следует уравнение

−αt − H(r3) = F1(c5, r3, r0).

На рис. 3. показана функция θ(r) в моменты времени t1, t1<t′2<t2, t2, t4, t4<t′5<t5, t5, t5<t′6.

Рис. 3. Распределение угла поворота в зависимости от радиуса

4. ДЕФОРМИРОВАНИЕ ПРИ ПРОСКАЛЬЗЫВАНИИ НА ВНЕШНЕЙ ЖЕСТКОЙ ПОВЕРХНОСТИ

Рассмотрим теперь деформирование материала в случае ускоренного вращения внутреннего жест-

кого цилиндра, когда условие проскальзывания выполняется в окрестности внешнего цилиндра, а

условие прилипания — на внутреннем:

– обратимое деформирование :
∣

∣σrϕ

∣

∣

r=R
6 γ

∣

∣σrr

∣

∣

r=R
ur

∣

∣

r=R
= uϕ

∣

∣

r=R
= ω

∣

∣

r=R
= 0,

– вязкопластическое течение : σrϕ

∣

∣

r=R
= −kr2

0

R2
− ω

∣

∣

r=R
, ω

∣

∣

r=r0

= αt.

При обратимом деформировании материала будут справедливы соотношения п. 2. В условиях

пластического течения материала имеем

– в упругой области:

ω = − r2
0

R2
H(r1), θ = tF (c1, r1, r0) + θ0 +

αt2

2
+ A1(c1), A1(c1) =

c1

2µ

(

1

r2
0

− 1

r2

)

,
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– в области вязкопластического течения:

ω = F (c1, r, r0) + αt, θ = tF (c1, r, r0) + θ0 +
αt2

2
+ A1(c1), c1 = −kr2

1.

Для определения границы области вязкопластического течения следует решить уравнение

αt + F (c1, r1, r0) = − r2
0

R2
H(r1).

При уменьшении скорости поворота внутреннего цилиндра найдем:

– в упругой области:

ω = F (c2, r2, r0) + αt1 − β(t − t1), c2 = −kr2
1(t1),

θ =

[

t1

(

α

β
+ 1

)

+
r2
0H(r1)

βR2

]

F (c2, r1, r2) +
1

2β

[

F 2(c2, r0, r1) − F 2(c2, r0, r2)
]

+

+tF (c2, r2, r0) + θ0 + αt1t −
αt21
2

− β(t − t1)
2

2
+ A1(c2),

– в области с неизменяющимися пластическими деформациями:

ω = F (c2, r2, r0) + αt1 − β(t − t1),

θ =

[

t1

(

α

β
+ 1

)

+
r2
0H(r1)

βR2

]

F (c2, r, r2) +
1

2β

[

F 2(c2, r0, r) − F 2(c2, r0, r2)
]

+

+tF (c2, r2, r0) + θ0 + αt1t −
αt21
2

− β(t − t1)
2

2
+ A1(c2),

– в области вязкопластического течения:

ω = F (c2, r, r0) + αt1 − β(t − t1), θ = tF (c2, r, r0) + θ0 + αt1t −
αt21
2

− β(t − t1)
2

2
+ A1(c2).

После того как граница r2 достигнет поверхности r0, напряжение σrϕ будет уменьшаться по

абсолютной величине, пока угловая скорость внутреннего жесткого цилиндра не уменьшится до нуля.

При повороте цилиндра в обратную сторону наблюдаются те же эффекты, что и в случае, описанном

в п. 2–3. На рис. 4. приведено распределение угла поворота в зависимости от радиуса в различные

моменты времени.

Рис. 4. Распределение угла поворота в зависимости от радиуса

Аналогично были получены решения краевых задач в случае поворота внешнего жесткого ци-

линдра, когда проскальзывание материала возможно либо в окрестности неподвижного внутреннего

цилиндра, либо подвижного внешнего.
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